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Vorrede. 


Dies  Buch  ist  aus  den  Vorlesungen  hervorgegangen, 
welche  Riemann  über  Schwere,  Ellektricität  und  Mag- 
netismus im  Sommersemester  1861  in  Göttingen  gehalten 
hat.  Abgesehen  von  einigen  ganz  kurzen  Notizen  ist  von 
Riemann  selbst  ein  Manuscript  über  diese  Vorlesungen 
nicht  vorhanden.  Für  die  Darstellung  bin  ich  also  allein 
verantwortlich. 

Die  freundliche  Aufnahme,  welche  meine  Bearbeitung 
von  Riemann's  Vorlesungen  über  partielle  Differential- 
gleichungen bei  allen  Sachverständigen  gefunden,  lässt 
mich  hoffen,  dass  auch  das  vorliegende  Buch  den  Freunden 
Riemann's  und  den  Studirenden  der  Mathematik  nicht 
unwillkommen  sein  werde. 

Wie  bei  den  partiellen  Differentialgleichungen  so  haben 
wir  auch  hier  Lejeune  Dirichlet's  zu  gedenken.  Neben 
seinen  grossen  Verdiensten  um  die  Fortentwicklung  der 
Wissenschaft  darf  nicht  vergessen  werden,  dass  er  es 
gewesen  ist^  der  zuerst  auf  deutschen  Universitäten  über 
partielle  Differentialgleichungen  und  über  das  Potential 
vorgetragen  hat.  Diese  Vorlesungen  sind  mit  seinem 
Tode  nicht  eingegangen.  Sie  bilden  jetzt  auf  fast  allen 
deutschen  Universitäten  einen  regelmässigen  Bestandtheil 
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des  Programms.  So  liat  auch  Riemaiiii  nach  Dirichlet 
diese  Vorlesungen  übernommen.  Bei  der  Uebereinstimmung 
des  Gegenstandes  ist  es  natürlich,  dass  in  der  Anlage 
und  Ausführung  vieles  mit  Dirichlet  übereinstimmt.  Aber 
Riemann  hat  sich  nicht  darauf  beschränkt,  einfach  die 
Erbschaft  seines  grossen  Vorgängers  anzutreten.  Der 
Kenner  wird  finden,  dass  er  eine  Fülle  des  Eigenthüm- 
lichen  hinzugegeben  hat. 

Aachen,  den  24.  Juni  1875. 

K.  Hattendorff. 
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Ex*ster  Theil. 


Schwere.  Allgemeine  Sätze  über  die  Potential 
funetion  und  das  Potential. 


Schwere,  Klektricität  ii.  Magnetisnins. 


Erster  Aliscliiiilt. 

Die   Potcntialfunctioii. 


Newton's  Gravitationsgesetz. 

Die   Theorie    der   Schwere    beschäftigt    sicli    mit    der   Unter 
suchung  der  gegenseitigen  Anziehung  ponderabler  Korper.    Dieser 
Untersucliung  liegt  als  Hypothese  das  allgemeine  Gravitations- 
gesetz von  Newton  zu  Grunde.    Dasselbe  lautet: 

Zwei  mit  ponderabler  Masse  erfüllte  Punkte  üben  eine 
Anziehungskraft  auf  einander  aus.  Die  Richtung  dieser 
Kraft  wird  durch  die  gerade  Verbindungslinie  der  beiden 
Punkte  angegeben.  Die  Grösse  der  Kraft  ist  direct  pro- 
portional dem  Producte  der  beiden  Massen  und  umg.e- 
kehrt  proportional  dem  Quadrate  ihrer  Entfernung. 

Es  sei  k  die  Grösse  der  Kraft,  mit  welcher  zwei  Massenein- 
heiten einander  anziehen,  wenn  ihre  Entfernung  gleich  der  Längen- 
einheit ist.  Dann  üben  nach  New- 
ton's  Gesetze  zwei  Massen  {a  und 
m,  die  in  zwei  Punkten  von  der 
Entfernung  r  concentrirt  sind,  eine 
Anziehungskraft  auf  einander  aus, 
deren  Grösse 


,  Fig.  1. 


(1) 


=  k 


fxm 


ist.  Es  seien  (Fig.  1)  x,  y,  z  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  des 
Punktes  von  der  Masse  [x  und 
a,  &,  c  die  reclitwinkligen  Coordi- 
naten des  Punktes  von  der  Masse  m.  Die  Entfernung  r  dieser 
beiden  Punkte  ist 
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a 

— 

■  X 

r 

h 

— 

y 

r 

c 

— 

-  z 

(2)  ,'  =  Viri  -  xy  +  (h  -  yY  +  (c  -  z)\ 

und  die  von  dem  Punkte  {x,  y,  z)  nach  dem  Punkte  (a,  h,  c)  ge- 
riclitete  gerade  Linie  von  der  Länge  r  scliliesst  mit  den  positiven 
Coordinatenaxen  Winkel  ein,  deren  Cosinus  die  Werthe  liaben 

cos  (i-x)  = 

(3)  cos  (r  y)  = 
cos  {r  z)  = 

Die  Kraft,  mit  welcher  die  Masse  jx  von  der  Masse  m  ange- 
zogen wird,  ist  von  dem  Punkte  {x,  ?/,  2)  nacli  dem  Purdcte  (a,  6,  c) 
liin  gerichtet.  Die  Componentcn  dieser  Kraft  parallel  den  Coordi- 
natenaxen sind  demnach  rcsp. 


(4) 


Es  werde  ferner  die  Masse  [x  von  mehreren  Massen  m^,  m^-, 
7/«3, . . .  m^  angezogen.  Irgend  eine  dieser  anziehenden  Massen  werde 
mit  m.  bezeichnet.  Sie  sei  im  Punkte  («.,  h.,  c.)  concentrirt.  Der 
Abstand  r.  dieses  Punktes  von  dem  Punkte  (x^  ?/,  z)  findet  sich, 
indem  man  in  (2)  an  die  Stelle  von  a,  6,  c  resp.  a^ ,  h. ,  c.  setzt. 
Die  Masse  m^.  übt  auf  die  Masse  \i  eine  Anzicliung  aus,  deren 
Componenten  aus  (4)  hervorgehen,  wenn  man  dort  den  Grössen 
m,  a,  &,  c,  r  den  Index  i  gibt.  Wird  dann  für  i  der  Reihe  nach 
1,  2,  3,  ...  n  gesetzt,  so  ergeben  sich  die  Componenten  der  ein- 
zelnen Kräfte,  mit  welchen  die  Masse  p,  resp.  von  den  Massen 
Wj,m2,  W3, . .  .m^  angezogen  wird.  Alle  diese  Componenten  greifen 
im  Punkte  (ic,  ?/,  z)  an.  Handelt  es  sich  um  die  Gesammtwirkung, 
so  hat  man  nur  die  gleichnamigen  Componenten  zu  summiren. 
Die  Masse  ji  wird  also  durch  eine  Gesammtkraft  P  in  Anspruch 
genommen,  deren  Componenten  parallel  den  Coordinatenaxen  sich 
berechnen : 


k^  ■ 

m 
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Newtoii's  Gravitationsgesetz. 


v-i     nt.  (a.  — 

fei             r, 

-X-) 

-y) 

^) 

a,ft  P  selbst  ist 

(5) 


Die  Gesammtkraft 

(6)  P  =  1/Z2  -f  yT^qrx^. 

Sie  greift  im  Punkte  (./;,  ?/,  ;5)  an,  und  ihre  Richtung  schliesst 

mit  den  positiven  Coordinatenaxen  Winkel  ein,  deren  Cosinus  die 

Werthe  haben 

X         Y        Z 
iV  7^'      p'      p- 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  Fall,  dass  die  Anziehung 
nicht  von  einzelnen  getrennt  liegenden  Massenpunkten  ausgeübt  wird, 
sondern  von  den  sämmtlichen  Molekülen  eines  physischen  Körpers. 
Dann  ist  ein  Raum  von  endlichem  Volumen  mit  einer  Masse  von 
endlicher  Grösse  erfüllt,  ein  unendlich  kleines  Raumelement  mit 
einer  unendHch  kleinen  Masse.  Dagegen  enthalten  Punkte,  Linien 
und  Flächen  keine  anziehende  Masse.  In  diesem  Falle  treten  in 
den  Ausdrücken  (5)  Integrale  an  die  Stelle  der  Summen.  Wir  be- 
trachten  im  Innern   des  Raumes,   welchen   die  anziehende  Masse 

erfüllt,  ein  unendlich  kleines  Par- 
^^'    '  allelepipedon  (Fig.  2),  dessen  Kan- 

ten den  Coordinatenaxen  parallel 
laufen.  Der  dem  Anfangspunkte 
der  Coordinaten  zunächst  gelegene 
Eckpunkt  habe  die  Coordinaten 
a,  6,  e.  Die  Länge  der  von  ihm 
ausgehenden    Kanten     sei     resp. 

da,  db,  de.      Die    Masse    dieses 

^  ^         Parallelepipedon     ist     unendlich 

klein.  Wir  bezeichnen  sie  mit  dm.  Da  alle  drei  Dimensionen  des 
Parallelepipedon  unendlich  klein  sind,  so  darf  man  seine  Masse 
als  in  einem  Punkte  desselben  concentrirt  ansehen,  z.  B.  in  dem 
Eckpunkte  (a,  6,  c).    Der  Factor  p,  mit  welchem  man  das  Volumen 
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des  Parallelepipedon  da  db  de  miiltipliciren  muss,  um  seine  Masse 
dm  zu  erhalten,  wird  die  Dichtigkeit  genannt,  und  zwar  die 
Dichtigkeit  im  Punkte  (a,  h,  c).  Im  allgemeinen  ändert  sich  die 
Dichtigkeit,  wenn  der  Punkt  (a,  6,  c)  an  eine  andere  Stelle  rückt. 
Es  ist  also  p  eine  Function  des  Ortes 

(8)  p=/(a,6,c). 

Wenn    nichts    anderes    ausdi'iicklich    festgesetzt   wird,    soll   diese 
Function  im  Innern  des  anziehenden  Körpers  überall  endlich  und 
stetig  variabel   sein.     Ausserhalb  des  anziehenden  Körj)ers  ist  sie 
Null.    Die  Masse  des  betrachteten  Parallelepipedon  ist 
dm  =  p  da  db  de. 

Sie  übt  auf  die  im  Punkte  (co,  ?/,  z)  befindliche  Masse  [x  eine  An- 
ziehung aus 

,       0  da  db  de 
=  ^H- ^ ' 

deren  Componenten  parallel  den  Coordinatenaxen  die  Werthe  haben 

,       (a  —  x)  p  da  db  de 
k^ ^, , 

/       (^  —  y)  9  da  db  de 
f^ " ^73 ' 

,        (c  —  2;)  p  da  db  de 

Die  Oberfläche   des   anziehenden  Körpers  werde   ausgedrückt 
durch  die  Gleichung 

(9)  IT  =  0, 

wobei  W  eine  Function  von  «,  6,  c  bezeichnet.  Diese  Function 
habe  negative  oder  positive  Werthe,  je  nachdem  der  Punkt  («,  6,  c) 
im  Innern  oder  ausserhalb  des  anziehenden  Körpers  liegt.  Die 
Componenten  der  Gesammtanziehung,  welche  auf  die  Masse  [x  aus- 
geübt wird,  sind 

V         7       i     r  r  (f-^  —  x)  p  da  db  de 
""^VJJ      r> ' 

(10)  Y  ^  j^^  r  r  r  (^  —  y)  ?  da  db  de  ^ 
Z  =^  k^  f  f  f  (^~^)pda  db  de 


,3 


Die  Potentialfuuctiou.  7 

Die  dreifaclie  Integration  erstreckt  sich  auf  alle  Wertlien- 
Combinationen  et,  6,  c,  für  welche 

W  <0 

ist. 

§.  2. 
Die  Potentialfunction. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  Avegen  jx  =  1  und  k  -^  1  setzen. 
In  dem  angezogenen  Punkte  (a;,  y,  z)  soll  also  die  Masseneinheit 
sich  befinden,  und  das  Maass  der  Kraft  ist  so  gewählt,  dass  zwei 
Masseneinheiten  in  der  Einheit  der  Entfernung  sich  mit  der  Ein- 
heit der  Kraft  anziehen. 

Sind  die  anziehenden  Massen  in  einzelnen  getrennt  liegenden 
Punkten   concentrirt,   so   hat   man   für   die  Componenten   der  auf 
den  Punkt  (x-,  y,  z)  ausgeübten  Kraft  die  Ausdrücke : 
„  sry  m{ci  —  x) 

(1)  '         ^ -  n^—r^     ' 

Z  =  y   m{c  —  z)  ^ 

Das  Zeichen  V  ist  so  zu  verstehen,  dass  der  dahinter  stehende 
Ausdruck  der  Reihe  nach  für  jeden  einzelnen  anziehenden  Massen- 
punkt gebildet  und  dann  die  Summirung  der  sämmtlichen  ent- 
stehenden Werthe  vorgenommen  werden  soll.  Die  Gleichungen  (1) 
zeigen ,  dass  Z,  7,  Z  Functionen  von  den  Coordinaten  x,  y,  z  des 
Punktes  sind,  in  welchem  die  angezogene  Masse  sich  befindet. 
Lagrange  hat  bemerkt,  dass  diese  Functionen  X,  Y,  Z  sich  aus- 
drücken lassen  als  die  partiellen  Derivirten  einer  einzigen  Func- 
tion von  x^y.z.    Es  ist  nemlich 


a 

— 

X 

r 

h 



y 

r 

c 

— 

z 

(I) 


Ir  a  —  X               \r  /  a  —  x 

'Jx    ~~  r       '             2)x  ~       T^ 

3r  _  ^  —  y  V  >•/  _  0  —  y 

Jy'  ^  r       '             ly  ~~       r^ 


c)j  r       '  Sz 


(I) 


8  Erster  Abschnitt.    §.  2. 

Wenn  also  die  anziehenden  Massen  in  einzelnen  getrennt  liegenden 
Punkten  concentrirt  sind,  so  hat  man 


X    :^=     \      VI 

■2  =  S "' 


(I) 


2'X 


(I) 


^y 

^(1) 


bz 
Wir  bezeichnen  mit   V  die  Function 

(2)  ^  =  S^- 

Dann  zeigt  sich,  dass  Z,  Y,  Z  die  partiellen  Derivirten  von  V  sind : 


X  ^ 


hx 


(3)  y  _  IL 

^  ^y 

■bV 


z 


2z 


Die  Function  V  und  ihre  ersten  Derivirten  sind  endlich  und  stetig 
variabel,  so  lange  der  angezogene  Punkt  (x,  ?/,  z)  in  endlicher,  wenn 
auch  noch  so  kleiner,  Entfernung  von  jedem  der  anziehenden 
^Massenimnkte  sich  befindet.  Fällt  er  in  einen  dieser  Punkte  hinein, 
so  wird  in  (1)  und  in  (2)  einer  der  Summanden  unendlich  gross. 

Die   Function   V  wird    dann    also    unendlich   wie    ^     und   ihre 

ersten  Derivirten  werden  unendlich  wie  — y-- 

Wenn  die  anziehende  Masse  einen  körperlichen  Raum  stetig 
ausfüllt,  so  lauten  die  Ausdriicke  für  die  Componenten  der  An- 
ziehung : 
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X  =     l     i     l  — - —  p  da  dh  de, 
(4)  Y  =     C  C  f^~^    p  cta  dh  de, 

Z  ^^     j     l     l  — -7j —  p  da  dh  de. 

Auch  hier  sind  Z,  Y",  Z  die  partiellen  Derivirten  einer  Function  F, 
und  es  gelten   die  Gleichungen  (3).     Die  Function   V  ist  aber  in 
diesem  Falle 
^r\  TT-  r   r   r  ^  da  dh  de 


Die  Grenzen  der  Integration  in  (4)  und  (5)  sind  dieselben  wie  in 
den  Ausdrücken  (10)  des  vorigen  Paragraphen. 

Die  Function  F,  welche  durch  die  Gleichung  (2),  resp.  durch 
die  Gleichung  (5)  definirt  wird,  nennt  man  die  Potentialfunction 
des  anziehenden  Massensystems  auf  den  angezogenen  Punkt. 

Es  ist  nun  leicht,  den  Satz  in  Worte  zu  fassen,  der  sich  in 
den  Gleichungen  (3)  ausspricht.    Er  lautet: 

Soll  die  Componente  der  Anziehung  in  der  Rich- 
tung einer  der  Coordinatenaxen  berechnet  werden, 
so  hat  man  den  angezogenen  Punkt  in  dieser  Richtung 
um  eine  unendlich  kleine  Strecke  zu  verschieben  und 
die  daraus  hervorgehende  Aenderung  der  Potential- 
function durch  die  Grösse  der  Verschiebung  zu  divi- 
diren.    Der  Quotient  ist  die  gesuchte  Componente. 

Bisher  ist  über  die  Lage  des  Coordinatensystems  keine  be- 
sondere Voraussetzung  gemacht.  Man  kann  die  Axen  legen ,  wie 
man  will.  Handelt  es  sich  also  um  die  Componente  der  Anziehung 
in  irgend  einer  Richtung,  so  braucht  man  nur  ein  Coordinaten- 
system  zu  Hülfe  zu  nehmen,  von  welchem  eine  Axe  dieser  Rich- 
tung parallel  gelegt  ist.  Auf  diese  Weise  gelangt  man  zu  dem 
erweiterten  Satze: 

Soll  die  Componente  der  Anziehung  in  irgend  einer 
Richtung  berechnet  werden,  so  hat  man  den  angezo- 
genen Punkt  in  dieser  Richtung  um  eine  unendlich 
kleine  Strecke  zu  verschieben  und  die  daraus  hervor- 
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gehende  Aenderung  der  Potentialfunctioii  durch  die 
Grösse  der  Verschiebung  zu  dividiren.  Der  Quotient 
ist  die  gesuchte  Componente. 

Der  Fall,  dass  die  anziehende  Masse  in  einzelnen  getrennt 
liegenden  Punkten  concentrirt  ist,  wird  in  der  Folge  nur  ausnahms- 
weise vorkommen.  Bis  auf  weiteres  halten  wir  die  Voraussetzung 
fest,  dass  sie  einen  körperlichen  Raum  stetig  ausfüllt. 

§.  3. 
Die  Gleichung  von  Laplace. 

Wir  bilden  die  zweiten  partiellen  Derivirten  der  Function  V: 

327 


(1) 


S2F 


-f  f  f?  da  dh  c^c  (-  ^3-  +  3  ^,^), 
=  J' J  Jp  da  dh  de  (-  i-  +  3  ^,^), 
-  {     I     \   ^j  da  dh  de  i ~  -f-  3 


2,^2  J     J    j  \       r<*     '  r^        / 

Daraus  findet  sich  unmittelbar  durch  Addition 

Diese  Gleichung,  welche  zuerst  Laplace*)  gefunden  hat,  wird 
nach  ihm  die  Gleichung  von  Laplace  genannt. 

Sie  gilt  jedoch  nur,  wenn  der  angezogene  Punkt  ausserhalb 
der  anziehenden  Masse  liegt.  Laplace  hielt  sie  für  allgemein 
gültig.    Diesen  Irrtimm  hat  Poisson  später  berichtigt.**) 

Liegt  nemlich  der  angezogene  Punkt  ausserhalb  der  an- 
ziehenden Massen,   so  ist  für  jeden  Punkt  («,  6,  c)  des  mit  Masse 

erfüllten  Raumes  die  Function  —  "eine  endliche  und  stetig  verän- 

r 

derliche  Function  von  (x-,  y,  z).    Dasselbe  gilt  von  allen  ihren  De- 


*)  Theorie   des  attractions  des  Spheroides  et  de  la  figure  des  Planetes. 
Par  M.  de  .la  Place.    (Histoire  de  rAcademie  des  Sciences  1782.) 

**)  Bulletin  de  la  societe  pliilomatique.  Tome  3,  Page  3G8.  —  Ferner: 
Poisson.  Memoire  sur  la  theorie  du  magnetisme  en  mouvement.  (Memoires 
de  l'Academie  royale  des  Sciences  de  ITnstitut  de  France.  Tome  G,  Page  4G3.) 
—  Memoire  sur  l'attraction  des  spheroides.  (Connaissance  des  temps.  1H2[). 
Page  3G0.) 
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rivirten.  Ebenso  sind  die  Functionen  V,  X,  Y,  Z  dos  vorigen  Pa- 
ragrajjlien  [Gleichungen  (4)  und  (5)J  endliche  und  stetig  veränderliche 
Functionen  von  («,  i/,  z).  Sollen  von  der  Function  V  die  ersten 
Derivirten  nach  cc,  nach  ?/,  nach  z  gebildet  Averden,  so  darf  man 
die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  vornehmen,  weil  ihr 
Resultat  einen  durchaus  bestimmten  endlichen  Werth  hat.  Darauf 
beruht  die  Gültigkeit  der  Gleichungen  (3)  des  vorigen  Paragraphen. 
Auch  die  Herstellung  der  zweiten  Derivirten  und  aller  Derivirten 
höherer  Ordnung  kann  durch  Differentiation  unter  dem  Integral- 
zeichen ausgeführt  werden,  weil  die  Resultate  dieser  Differentiation 
bestimmte  endliche  Werthe  haben,  die  bei  einer  stetigen  Verschie- 
bung des  Punktes  (*•,  r/,  z)  sich  ebenfalls  stetig  ändern. 

Wenn  aber  der  Punkt  (ic,  ?/,  z)  im  Innern  der  anziehenden 
Masse  liegt,  so  behalten  zwar,  wie  später  (§§.  ü.  10.)  gezeigt  werden 
soll,  die  durch  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  des  §.  2  definirten 
Functionen  F,  X,  F,  Z  bestimmte  endliche  Werthe,  und  es  gelten 
deshalb  auch  noch  die  Gleichungen  (3)  desselben  Paragraphen. 
Aber  die  Integrale  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (1)  des 
gegenwärtigen  Paragraphen  haben  dann  gar  keine  Bedeutung,  weil 
in  einem  Element  der  Integration  ein  unendlich  grosser  Factor  auf- 
tritt. Liegt  also  der  angezogene  Punkt  (x-,  ?/,  z)  im  Innern  der 
anziehenden  Masse,  so  sind  die  Gleichungen  (1)  nicht  gültig 
und  ebenso  wenig  die  Gleichung  (2).  Für  diesen  Fall  ist  vielmehr 
eine  besondere  Untersuchung  anzustellen. 

§•  4. 

Specieller  Fall:    Anziehung   einer   Kugelschale,   deren   Dichtigkeit  nur 

vom  Radius  vector  abhängt. 

Wir  wollen  zunächst  die  Gleichung  von  Laplace  benutzen, 
um   in   einem  speciellen  Falle  die  Potentialfunction  zu  berechnen. 

Die  anziehende  Masse  sei  stetig  vertheilt  im  Innern  einer 
Kugelschale,  d.  h.  äes  Raumes  zwischen  zwei  concentrischen  Kugel- 
flächen. Den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  legen  wir  in  den 
Mittelpunkt  der  Kugeln.  Die  Dichtigkeit  der  anziehenden  Masse 
sei  dieselbe  in  allen  Punkten  einer  zu  der  Begrenzung  concen- 
trischen Kugelfläche.  Sie  ändere  sich  nur  mit  dem  Abstände  vom 
Mittelpunkte.  Dann  ist  auch  die  gesuchte  Potentialfunction  V 
nur   abhängig  von   dem  Radius  vector  s,   und  die  partielle  Diffe- 


12  Erster  Abschuitt.    §.  4. 

rentialgleichung   (2)   dos  vorigen  Paragraphen  vereinfacht  sich  zu 
einer  gewöhnlichen  Difierentialgleichuiig. 
Es  ist 

(1)  S2     =    a^2   _^  y'l  _|_  ^2 

und 

(2)  V=~-F{s). 

Daraus  findet  man  durch  Differentiation 

IV  _   dV  Is^ 

2ix  ds  'bx 

und 

-b'^V  d'^V  /2s\^  ,     dV    bH 


Berechnet  man  in  derselben  Weise  -^.f-  und  ^^   so  er- 
gibt sich  durch  Addition                              '^^ 

(3)      •  ili^_  +  ü^  ,  i^Z_ 

C?2J 

Die   partiellen  Derivirten   von   s   sind   aus   der  Gleicliung  (1) 
herzuleiten.    Man  erhält 


dV^  \  22 s_,     3 2^.    ^   32^ 


Ss  /SS\2      ,  32 


Sic  \3a;/  3a; 

3s \2    ,        32s 


l3v/    "^'■3?/2     ^   ^' 


3?/  ^3?//  3?/ 

3s  /  Ss  \2  3-s 

bz  '  V32/      ~       3^2 

Hiernach  ergibt  sich  ohne  weiteres 

_32s_        ^  32s    _  ^ 

3CC2    "T-  ^-  +  y^2"    —    ~J' 

Setzt   man   diese  Werthe   in   die  Gleichung   (3)   ein,    so  geht 
sie  über  in  folgende 
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öa!^  ?2/^  t^^^  ds"^  s     ds 

Die  Gleichung  von  Laplace  lautet  demnach  hier 


> 


Dividirt  man   auf  beiden   Seiten   dieser   DifFcrentialdeicbunff 
dV 
durch         1    so  lässt  eine  Integration  sich  ausführen.     Sie  ergibt 

lg  —7 (-  2  lg  s  =  lg  const. 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt: 

(5) 


d  V  const.  a 


ds  s^  s^ 

Dabei  ist  mit  —  a  die  willkürliche  Integrationsconstante  bezeichnet. 

Die  Gleichung  (5)  lässt  sich  unmittelbar  weiter  integriren.    Man  erhält 

(G)  '  .       F=^  +  ß, 

wobei  unter  ß  eine  neue  Integrationsconstante  verstanden  ist. 

Die  Gleichung  (6),  welche  zwei  willkürliche  Constanten  a  und 
ß  enthält,  ist  das  vollständige  Integral  der  Differentialgleichung  (4). 
Es  kommt  nur  noch  darauf  an,  den  Grössen  a  und  ß  solche  Werthe 
beizulegen,  wie  das  vorliegende  Problem  sie  erfordert.  Dabei  ist 
zu  unterscheiden,  ob  die  angezogene  Masseneinheit  in  einem  Punkte 
des  inneren  Hohlraumes  sich  befindet,  oder  in  dem  von  anziehender 
Masse  nicht  erfüllten  Ilaume  ausserhalb. 

Die  Begrenzungsflächen  der  anziehenden  Masse  seien  ausge- 
drückt durch  die  Gleichungen 

s  =  p     und  resp.     s  =  q^ 
und  es  sei  q'>  p. 

Erstens.  Die  angezogene  Masseneinheit  befinde  sich  in  einem 
Punkte  des  inneren  Holilraumes,  also  in  einem  Punkte,  für  welchen 
fi  <  p  ist.  In  diesem  Falle  berechnen  wir  zunächst  direct  die 
Anziehung,  welche  die  Masseneinheit  im  Anfangspunkte  der  Coor- 
dinaten  erfährt.  Zu  dem  Zwecke  denken  wir  uns  die  Kugelschale, 
welche  die  anziehende  Masse  enthält,  in  unendlich  dünne  Elementar- 
schalen  zerlegt.  YAne  solche,  deren  Begrenzungsflächen  die 
Radien  s  und  s  -\-  ds  haben,  kann  als  ein  Cylinder  mit  der  kugel- 
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förmigen  Basis  4  s^  7:   imrl  der  Höhe  ds  angeselien  werden.     Ihre 

Masse  ist  also 

4  p  TT  s^  ds. 

Dividirt  man  durch  s,  so  ergibt  sich  die  Potentialfunction  der 
Elementarschale  auf  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten.  Um  die 
Potentialfunction  der  gesammten  anziehenden  Masse  zu  erhalt-en, 
hat  man  in  Rezieliung  auf  s  zwisclien  den  Grenzen  p  und  q  zu 
integriren.    Diese  ist  demnach 

<i 

(7)  V^^  =  4.T.j^sds. 

p 
Das   Integral  hat   einen   endlichen   Werth,   wenn   die  Dichtigkeit, 
wie  wir  voraussetzen,  an  keiner  Stelle  unendlich  gross  ist. 

Soll  auf  der  anderen  Seite  V^  aus  dem  vollständigen  Integral  (6) 
berechnet  werden,  so  hat  man  dort  s  =  0  zu  setzen.  Dadurch 
würde  aber  V^  unendlich  gross  werden,  wenn  nicht  in  (G)  die 
Constante  a  =  0  gesetzt  wird.  Und  da ,  wie  bewiesen ,  V^  nicht 
unendlich  gross  ist,  so  muss  a  =  0  sein.  Hierdurch  geht  die 
Gleichung  (6)  über  in 

(8)  F=ß. 

Die  Potentialfunction  auf  einen  Punkt  im  inneren  Hohlräume  ist 
also  constant,  und  da  ihr  Werth  für  den  Anfangspunkt  bereits  be- 
rechnet ist,  so  hat  man  überhaupt  für  jeden  Punkt  (x,  y.,  z)  im 
inneren  Hohlräume 

(9)  V  =  4-  Crjsds. 

p 
Ist  die  Dichtigkeit  p  constant,  so  ergibt  sich  speciell 

(10)  U  =  2-p(72  —p2). 

Die  Derivirten  von  V  sind  gleich  Null.  Die  Kugelschale  übt 
also  auf  einen  Punkt  im  inneren  Hohlräume  gar  keine 
Anziehung  aus. 

Zweitens.  Die  angezogene  Masseneinheit  befinde  sich  in 
einem  Punkte  des  äusseren  Raumes,  d.  h.  in  einem  Punkte,  für 
welchen  s  >-  7  ist. 

In  diesem  Falle  ist  der  Werth  leicht  zu  bestimmen,  den  V 
annimmt  für  s  =  00.    Wenn  nemlich  wie  hier  kein  Theil  der  an- 
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ziehenden  Masse  in  unendlicher  Entfernung  liegt,  so  ergiht  sich 
unmittelbar  aus  der  Definition  [§.  2,  Gleichung  (5)],  dass  V^=--0  ist 
für  s  =  oo.  Folglich  ist  jetzt  ß  =  0.  Um  a  zu  bestimmen,  stellen 
wir  folgende  Betrachtung  an. 

Der  angezogene  Punkt,  welcher  vom  Anfangspunkte  der  Co- 
ordinaten  um  die  Strecke  s  entfernt  ist,  hat  von  den  einzelnen 
Punkten  der  Kugelscliale  verschiedene  Abstände.  Der  grösste  Ab- 
stand ist  s-\~q,  der  kleinste  s  —  q.  Man  hat  also  die  doppelte 
Ungleichung 

s  —  q  r  s  ~f-  5' 

Wir  multipliciren  an  allen  drei  Stellen  mit  p  da  dh  de  und  inte- 
griren  über  die  gesammte  anziehende  Masse.  An  der  mittleren 
Stelle  ist  das  Resultat  =F.  An  den  beiden  äusseren  Stellen  kann 
man  die  Nenner  s  — q  und  s  -\-  q,  die  bei  der  Integration  constant 
bleiben,  vor  das  Integralzeichen  nehmen.    Beachtet  man  also,  dass 


/// 


p  da  dh  de  =  M, 


d.  h.  gleich  der  gesammten  anziehenden  Masse  ist,  so  ergibt  sich 


S-\-q 


Nun  ist  aber    F=  — ,   folglich 
s 


1_X"  ^"   1  ,  i 

s  '     s 

Diese  Ungleichung  gilt  für  jedes  s,  das  grösser  als  q  ist,  also  auch 
für  s  =  cx).    Sie  geht  aber  für  s  =  oo  über  in  die  Gleichung 

Folglich  ist  die  Potentialfunction  der  Kugelschalc  von  der  Masse 
M  in  Beziehung  auf  einen  Punkt  im  äusseren  Baume 

M 

(11)  ,  F=— . 

s 

In  der  Richtung  des  Radius  vector  wirkt  die  Kraft 

M 
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und  in  jeder  Richtung,  die  zum  Radius  vector  rechtwinklig  liegt 
(s  =  const.),  ist  die  Componente  gleich  Null. 

Demnach  fällt  die  gesammte  Kraft,  welche  die  Kugelschale 
auf  einen  Punkt  im  äusseren  Räume  ausübt,  in  die  Richtung  des 
Radius  vector,  und  da  sie  negativ  ist,  in  die  Richtung  des  ab- 
nehmenden Radius  vector.  Es  ist  also  eine  anziehende 
Kraft,  und  zwar  dieselbe,  die  sich  ergeben  würde, 
wenn  die  gesammte  anziehende  Masse  in  dem  Mittel- 
punkte der  die  Schale  begrenzenden  Kugelflächen 
concentrirt  wäre. 

Die  Gleichung  (11)  behält  für  einen  Punkt  im  äusseren  Räume 
ihre  Gültigkeit  auch  für  p  =  0,  d.  h.  wenn  die  anziehende  Masse 
eine  volle  Kugel  ist. 

§.5. 
Anziehung  einer  homogenen  Kugel. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gewonnenen  Resultate  können 
dazu  dienen,  bei  constanter  Dichtigkeit  die  Anziehung  zu  berechnen, 
welche  eine  kugelförmige  Masse  auf  einen  Punkt  im  Innern  der- 
selben ausübt.  Man  hat  nur  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  (10) 
für  den  angezogenen  Punkt  im  inneren  Hohlräume  und  die 
Gleichung  (11)  für  den  angezogenen  Punkt  im  äusseren  Räume 
gültig  ist,  wie  nahe  derselbe  auch  der  Begrenzungsfläche  der  an- 
ziehenden Masse  liegen  möge.  Die  Gleichungen  gelten  also  selbst 
dann  noch,  wenn  der  angezogene  Punkt  der  Begrenzungsfläche  un- 
endlich nahe,  oder  mit  anderen  Worten,  wenn  er  auf  der  Begren- 
zungsfläche liegt. 

Die  Oberfläche  der  anziehenden  kugelförmigen  Masse  habe 
den  Radius  ^,  der  angezogene  Punkt  sei  vom  Mittelpunkte  der 
Kugel  um  die  Strecke  s  entfernt,  und  s  sei  kleiner  als  q. 

Dann  zerlegen  wir  die  anziehende  Masse  in  zwei  Theile,  nemlich 
eine  mit  der  Gesammtmasse  concentrische  Kugel  vom  Radius  s 
und  die  Schale,  durch  welche  diese  Kugel  zu  der  Gesammtmasse 
ergänzt  wird.  Für  die  Kugel  vom  Radius  s  ist  der  angezogene 
Punkt  im  äusseren  Räume  gelegen,  speciell  auf  der  Begrenzungs- 
fläche.   Die  Potentialfun ction  ist  also  nach  §.  4,  Gleichung  (11)  zu 

4 
berechnen.     Die  Masse  M  ist   hier  =        irps^,   folglich   die  I*o- 

tentialfunction 
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4 

Für  die  Kugelschale  liegt  der  angezogene  Punkt  im  inneren  Hohl- 
räume, speciell  auf  der  inneren  Begrenzung.  Folglich  ist  die  Po- 
tentialfunction  nach  §.  4,  Gleichung  (10)  zu  berechnen  und  s  an 
die  Stelle  von  p  zu  schreiben. 

Die  Potentialfunction  der  gesammten  anziehenden  Kugel  vom 
Radius  q  auf  einen  inneren  Punkt  (s  <  q)  ist  also 

F    =     |-  TT  p  .2   _|_  2  ^  p  (^2   _  ,2) 

oder  kürzer 


(1)  F  =  2  TT  p  <?2  __  _^_^   ^  p  , 


3 


Dagegen    ist    die   Potentialfunction    derselben    kugelförmigen 
Masse  auf  einen  äusseren  Punkt  (s  >  q) 


(2)  V  = 


4  71  p  5'«' 


3s      ' 

wie  sich  unmittelbar  aus  §.  4,  Gleichung  (11)  ergibt.  Der  Aus- 
druck für  F  ist  also  durchaus  verschieden,  je  nachdem  der  an- 
gezogene Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  der  anziehenden  Kugel 
liegt.  Ebenso  weichen  auch  die  Ausdrücke  für  die  ersten  Deri- 
virten  ab.    Denn  es  ist  für  s  <C  q: 

3F   __         4  3s  4 

"   7>x    ^  "~  3'^P'^  =  -   3^P^^' 
.OS  3F  4  3s  4 

3F  _         4  3s  4 

^^  -   -  y  TT  p  s  ^^  =   _  -^^  ^  p  ^. 

Dagegen  hat  man  für  s'^  q: 

3F  _  _   4 
3a;    ~  ~  ^ 


^  Trp^s 


(4) 


S  F  ^  _  4  3    2/ 

33/  3  "  P  '^'  >3 

3F  4,2 


3^    ~         3   '^'^"^    7^ 
Es   ist  nicht  überflüssig   zu   bemerken,   dass   für  .9  =  ^   die 
beiden  Ausdrücke  für  F  in  (1)  und  (2)  denselben  Wert h  geben, 

ScliwtMü,  Kleklricität  ii.  Maguetismus.  9 
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und  ebenso  die  Ausdrücke  für  die  gleichnamigen  Derivirten  in  (3) 
und  in  (4).  Obgleich  also  die  Function  V  durch  zwei  ganz  ver- 
schiedene analytische  Ausdrücke  dargestellt  wird,  je  nachdem  der 
Punkt  (ic,  ?/,  z)  innerhalb  oder  ausserhalb  der  anziehenden  Masse 
liegt,  so  hat  sie  doch  überall  einen  endlichen  Werth,  der  sich 
stetig  ändert,  wenn  der  Punkt  (x,  ?/,  z)  sich  stetig  bewegt,  auch 
dann  noch,  wenn  er  durch  die  Oberfläche  der  anziehenden  Masse 

hindurchgeht.    Dasselbe  gilt  von  den  ersten  Derivirten  — -,   - — , 

7sv  .        . .  y 

Es  eilt  aber  nicht  von  den  zweiten  Derivirten.    Man  erhält 

3z  *  ^ 

nemlich  für  s  <iq. 


P'         -^.-  =  ^' 


S2 

V 

^y 

7)z 

32 

V 

'bz  })X 

32 

V 

7>x^~  ~"          3 

2*27  4 

3z2  3       ^'          -bxly 

Dagegen  ergibt  sich  für  s^q: 

l^V               4  „/l          3a^2.        327                      yz 

3£c2                  3  '  ^    \6'3           s^    /       2)y7)z               ^^     s^ 

^     7>^V               4  „/  1          32/2n       327                  _5aj 


32  F  _     _  4         3  /  1    _„    3^2  X       327   __  _^  ^ 

3^2     -"         3''P'^Vs3      '«•■*/'     3a?32/"~     ^^^     -^^  ' 

Hier  geben  auch  für  s  =  q  die  Ausdrücke  der  gleichnamigen 
Derivirten  in  (5)  und  in  (6)  nicht  dieselben  Werthe.  Die  zweiten 
Derivirten  von  V  ändern  sich  also  sprungweise,  wenn 
der  Punkt  (x,  y,  z)  durch  die  Oberfläche  der  anziehen- 
den Masse  hindurchgeht. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  für  s  >>  g  sich  ergibt 

3^F  32J         S2F    ^ 

^'^  3a;2   "T"  ly^   '^Iz^ 

Dies  ist  die  Gleichung  von  Laplace,  die  wir  für  einen  Punkt  ausser- 
halb der  anziehenden  Masse  bereits  allgemein  bewiesen  haben. 

Für  s  -<  g',  d.  h.  wenn  der  angezogene  Punkt  innerhalb  der 
anziehenden  Kugel  liegt,  erhalten  wir 
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(8) 


2)2F    ■    3^F       S2F  _ 


47t 


Diese  Gleichung  ist  hier  voi-lilufig  nur  für  einen  Specialfall 
bewiesen.    Der  allgemeine  Fall  soll  ausführlich  behandelt  werden. 


Die  Function  V  und  ihre  ersten  Derivirten  für  einen  inneren  Punkt. 

Wir  kehren  zu  der  allgemeinen  Untersuchung  der  Potential- 
function  zurück.  Der  angezogene  Punkt  soll  im  Innern  der  an- 
ziehenden Masse  liegen,  die  über  einen  körperlichen  Raum  stetig 
vertheilt  ist.    Das  Integral 


(1) 


V  = 


in- 


p  da  dh  de 


welches  in  §.  2,  Gleichung  (ö)  als  Definition  der  Potentialfunction 

aufgestellt  ist,  enthält  dann  ein  Element,  für  welches  —  unendlich 

r 

gross  ist.     Es  fragt  sich,  ob   dabei  das  Integral  einen  endlichen 

Werth  behält  oder  nicht.    Um  diese  Frage  zu  untersuchen,  führen 

„.     „  wir  Kugel-Coor- 

Fig.  3.  T 

dinaten  ein.  Der 
Punkt  (cc,  y,  z) 
werde  zum  Mittel- 
punkt (Fig.  3) 
einer  Kugelfläche 
vom  Radius  1  ge- 
macht. Auf  ihr 
nehmen  wir  als 
Pol  den  End- 
punkt desjenigen 
Radius ,  welcher 
parallel  zur  posi- 
tiven ^Axe  läuft. 
Halbe  grösste 
Kreise ,  welche 
vom  Pol  aus  nach 
dem  diametral  gegenüberliegenden  Gegenpol  gezogen  sind,  sollen 
Meridiane  genannt  werden.  Als  Anfangsmeridian  wählen  wir 
denjenigen,   auf  welchem  der  Endpunkt  des  zur  positiven  xkxe 
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parallelen  Radius  liegt.  Die  vom  Punkte  (x,  y,  z)  nach  dem  Punkte 
(a,  6,  c)  gezogene  gerade  Linie  r  schneidet  die  Kugel  in  einem 
Punkte,  welcher  durch  seine  Poldistanz  0  und  seine  geogra- 
phische Länge  9  eindeutig  festgelegt  wird.  Die  Poldistanz  des 
Punktes  ist  sein  sphärischer  Abstand  vom  Pol.  Seine  geographische 
Länge  ist  der  sphärische  Winkel,  welchen  sein  Meridian  mit  dem 
Anfangsmeridian  einschliesst.  Irgend  ein  Punkt  im  Innern  der 
anziehenden  Masse  wird  dann  einerseits  durch  seine  rechtwink- 
ligen Coordinaten  a,h,  c,  andererseits  durch  seine  Kugel -Coordi- 
naten  r,  H,  cp  festgelegt.  Zur  Transformation  der  Coordinaten 
dienen  die  Gleichungen 

a  =  cc  -[-  r  sin  6  cos  <p, 

(2)  h  ^^  y  -\-  r  sin  0  sin  cp, 

C  =  z  -{-  r  cos  0. 

Auf  der  Kugel  vom  Radius  1  wählen  wir  vier  Punkte  mit  den 
sphärischen  Coordinaten 

(fj,cp),     (0-1- ^0,9),     (0  +  cZfJ,cp-f  c/cp),     (0,9  +  rfcp) 

und  ziehen  durch  sie  vom  Punkte  (cc,  ?/,  z)  aus  vier  Strahlen, 
welche  die  Kanten  einer  vierseitigen  Ecke  bilden.  Aus  dieser  Ecke 
schneiden  die  um  (x,  ?/,  z)  als  Mittelpunkt  mit  den  Radien  r  und 
r  -j-  dr  gelegten  Kugelflächen  ein  unendlich  kleines  Raumelement 
aus,  dessen  einer  Eckpunkt  im  Punkte  (a,  b,  c)  liegt.  Die  Masse 
dieses  Raumelementes  ist 

p  .  dr  .  r  d(}  .  r  sin  0  d(f. 

Man  kann  sich  dieselbe  im  Punkte  (a,  6,  c)  concentrirt  denken. 
Sie  liefert  zu  der  Potentialfunction  den  Beitrag 

p  r2  sin  0  dr  db  d<f 

(3) 

Die  Potentialfunction  selbst  wird  hiernach 

(4)  F  =    j   cZcp    j  sin  0  db    I  p  r  dr. 

00  ü 

Darin  ist  mit  R  der  Werth  bezeichnet,  welchen  r  annimmt, 
wenn  der  Punkt  (a,  6,  c)  in  der  Oberfläche  der  anziehenden  Masse 
liegt,  li  ist  eine  Function  von  6  und  cp.  Man  erhält  den  Zu- 
sammenhang  zwischen  Ä,  Ö,  <p,   indem   man   in  die  Gleichung  der 
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Oberfläche  statt  a,  b,  c  die  Variabein  r,  6,  cp  einführt  und  E  für  r 
an  die  Stelle  setzt. 

Aus  (3)  geht  hervor,  dass  man  zu  der  Potentialfunction  den 
Beitrag  Null  erhält,  wenn  man  den  anziehenden  Punkt  (a,  &,  c) 
mit  dem  angezogenen  Punkte  zusammenfallen  lässt.  Damit  ist  be- 
wiesen, dass  V  auch  dann  eine  endliche  Function  von  x,  y,  z  ist, 
wenn  der  angezogene  Punkt  im  Innern  der  anziehenden  Masse  liegt. 

Ebenso  lässt  sich  zeigen,  dass  unter  derselben  Voraussetzung 
die  Ausdrücke  für  die  Componenten  der  auf  den  Punkt  (a;,  y,  z) 
ausgeübten  Anziehung  bestimmte  endliche  Werthe  geben.  Es  sind 
dies  die  Ausdrücke  (4)  des  §.  2.  Sie  gehen  durch  Einführung 
von  Kugel- Coordinaten  über  in 

2  71  n  R 

X  =  I  cos  cfl 


c?cp  -  1  sin  0  2  c?6    I  p  dr, 

0  0  0 

271  7t  R 

(5)  ^  ^  \  ^^"'-?  ^"^    I  sin02(^rj    j  pdr, 

0  0  0 

271  71  R 

Z  =^  \  d'^    j  cos  fJ  sin  H  dH    |  p  dr. 


Auch  hier  erhält  man  zu  den  Integralen  einen  unendlich  kleinen 
Beitrag,  wenn  der  anziehende  Punkt  (a,  6,  c)  mit  dem  angezogenen 
Punkte  zusammenfällt.  Sämmtliche  Elemente  in  den  Integralen  (5) 
sind  unendlich  klein  von  der  dritten  Ordnung,  auch  diejenigen,' welche 
von  Massenelementen  herrühren ,  die  dem  Punkte  («,  ?/,  z)  unend- 
lich nahe  liegen.  Daher  haben  die  Integrale  bestimmte,  endliche 
Werthe,  und  die  durch  sie  ausgedrückten  Componenten  X,  F,  Z 
sind  endliche  Functionen  von  x,  y^  z^  auch  wenn  der  angezogene 
Punkt  im  Innern  der  anziehenden  Masse  sich  befindet. 

Die  Transformation  der  Coordinaten,  welche  die  Gleichungen 
(4)  und  (5)  liefert,  ist  auch  dann  noch  zulässig  und  führt  zu  den- 
selben Resultaten,  wenn  der  angezogene  Punkt  in  der  Oberfläche 
des  mit  Masse  erfüllten  Körpers  liegt.  Nur  ist  zu  beachten, 
dass  in  diesem  Falle  das  Integrationsgebiet  in  Beziehung  auf  6 
und  cp  sich  einschränkt,  weil  nicht  für  alle  Werthe  von  Ö  und  cp 
die  obere  Grenze  R  von  Null  verschieden  ist. 
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Damit  ist  bewiesen,  dass  die  Integrale  in  den  Gleichungen 
(4)  und  (5)  des  §.  2  je  einen  bestimmten,  endlichen  Werth  liefern, 
wo  auch  der  Punkt  {x,  ?/,  z)  liegen  möge.  Die  Ausdrücke  (4)  des 
§.  2  sind  aber  die  partiellen  Differentialquotienten  von  F,  so  lange 
die  unter  dem  Integralzeichen  vorgenommene  Differentiation  be- 
stimmte, eindeutige  Resultate  liefert.  Da  dies,  wie  jetzt  bewiesen, 
unter  allen  Umständen  der  Fall  ist,  so  gelten  die  Gleichungen  (3) 
des  §.  2  ganz  allgemein,  der  angezogene  Punkt  mag  ausserhalb 
oder  innerhalb  des  anziehenden  Körpers  oder  in  seiner  Oberfläche 

^^^^""  .  .  2^V     l^V      l^V 

Will  man  die  zweiten  partiellen  Derivirten  -^  „-5     ^   o  >    -v~o- 

SCC^  ??/2  2iZ^ 

dadurch  herleiten,  dass  man  in  den  Ausdrücken  [§,  2,  (4)]  für  Z, 
Y,  Z  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  ausführt,  so 
haben  die  Resultate  nur  dann  eine  bestimmte,  klare  Bedeutung, 
wenn  der  angezogene  Punkt  ausserhalb  des  anziehenden  Körpers  liegt. 
Denn  diese  Resultate  sind  ausgesprochen  in  den  Gleichungen  (1) 
des  §.  3.  Sie  gehen  durch  Einführung  der  Kugel-Coordinaten  in 
folgende  über 

"^2-  =  M     I  P  sinO  c/cp  dOdr 


(6)         ^^-^   z=  j     j     j  p  sin  0  d(^  db  dr 


sin  6  d(D  dh  dr 


j- 

1+3 

sin  02 

cos 

?'\ 

r 

r 

j  — 

1  +  3 

sin  Ö2 

sin 

?'] 

r 

r 

( — 

-1  +  3 

cos  62 

Li 

r 

Die  Integration  ist  zuerst  nach  r  auszuführen.  Liegt  der 
Punkt  (cc,  ij,  z)  im  Innern  des  anziehenden  Körpers  oder  in  seiner 
Oberfläche,  so  ist  die  untere  Integrationsgrenze  gleich  Null.  An 
ihr  wird  die  Function  unter  dem  Integral  unendlich  gross,  und 
das  Integral  selbst  wird  unendlich  wie  lg  r  für  r  --=  0. 

Schliessen  wir  um  den  Punkt  («,  y,  z)  herum  von  dem  Gebiete 
der  Integration  einen  beliebig  kleinen  Raum  aus,  dessen  Ober- 
fläche den  Radius  vector  s  hat,  so  bleibt  das  Integral 

(7)  j^p  ""'■ 


r 


vollständig  unbestimmt,  weil  die  Oberfläche  des  ausgeschlossenen 
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Kaumes  ganz  beliebig  gewählt  werden  kann,  oder  —  was  dasselbe 
sagt  —  in  der  Gleichung  dieser  Oberfläche 

die  Function  /  völlig  willkürlich  ist.  Bezeichnet  man  mit  p^  den 
grössten,  mit  p^  den  kleinsten  Werth,  welchen  die  Dichtigkeit  p 
überhaupt  annimmt,  so  findet  sich 

R 

p/igÄ--ig8)>  rp^>p,(igA>-igs). 


Der  zu  grosse  und  der  zu  kleine  Werth  sind  unbestimmt,  so  lange 
£  endlich  bleibt.  Fragt  man  aber  nach  dem  Grenzwerthe  für  ein 
unendlich  abnehmendes  £,  so  kann  von  einem  solchen  nicht  die 
Rede  sein,  weil  lim  lg  s  =  —  oo  ist  für  lim  e  =;  0. 

Die  Integrale  in  (6)  haben  also  gar  keine  Bedeutung,  wenn 
der  Punkt  (a;,  y^  z)  im  Innern  der  anziehenden  Masse  liegt. 

Wollte  man  in  (4)  und  (5)  bei  der  Integration  nach  r  zu- 
nächst £  als  untere  Grenze  nehmen,  so  fände  sich 

.  n 
-i  p,  {R^  -  £2)  >  Jp  r  dr  >  \  p,  (i22  _  e^) 

t 

und  ferner 

R 

^^(E-e)>  j'pdr>p,(R-e). 
f 

Auch  hier  sind  die  zu  grossen  und  die  zu  kleinen  Werthe 
unbestimmt,  so  lange  £  endlich  bleibt.  Diese  Unbestimmtheit  fällt 
aber  bei  unendlich  abnehmendem  £  weg,  weil  das  von  e  Abhängige 
den  Grenzwerth  Null  hat. 

Um  die  zweiten  Derivirten  von  V  auch  für  den  Fall  zu  er- 
mitteln, dass  der  angezogene  Punkt  (x,  y,  z)  im  Innern  der  an- 
ziehenden Masse    liegt,    wollen   wir   zunächst   die  Ausdrücke   für 

,   ,   - —   transformiren  und   erst  nachher  die  neue  Diffe- 

Sas        'by        2iz 

rentiation  vornehmen. 
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§•  7. 

Transformation  von  - — ,  - — ,   — — . 

ex        cy         oz 

^V 
Der  Ausdruck  für  -^ —  lautet: 

ox 

IL=:^  C  C  C^^^  p  da  dh  de. 
Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  sieht: 


Kl) 


(I) 


Folglich  kann  man  schreiben 


3F 


I) 


(1)  ^  =1'^ I  j^  -     's/  '  ^«  ^*  ^^- 

Die  dreifadhe  Integration  ist  über  den  ganzen  mit  anziehender 
Masse  erfüllten  Raum  auszudehnen.  Wir  bemerken  darüber  das 
Folgende.  Das  Coordinatensystem  sei  so  gelegt,  dass  für  jeden 
Punkt  im  Innern  und  in  der  Oberfläche  der  anziehenden  Masse 
die  Coordinaten  a,  6,  c  positiv  sind.  Nöthigenfalls  lässt  sich  dies 
durch  parallele  Verschiebung  der  Coordinaten  -  Ebenen  erreichen. 
In  der  2/2;  Ebene  zeichnen  wir  ein  unendlich  kleines  Rechteck,  dessen 
Seiten  von  der  Länge  dh  und  resp.  de  den  Axen  der  ij  und  resp. 
der  z  parallel  laufen.  Der  dem  Anfangspunkt  zunächst  gelegene 
Eckpunkt  habe  die  Coordinaten  0,  6,  c.  lieber  diesem  Rechteck 
als  Basis  soll  ein  gerades  Prisma  errichtet  werden,  dessen  Seiten- 
kanten parallel  zur  Axe  der  x  laufen.  Die  Lage  des  Punktes  (0,  6,  c) 
wird  so  gewählt,  dass  dieses  Prisma  den  mit  Masse  erfüllten  Raum 
durchdringt.  Wir  bezeichnen  mit  a^  und  resp.  a^  die  auf  der 
xkxQ  gezählten  Coordinaten  der  Eintritts-  und  der  Austrittsstelle. 
Tritt  das  Prisma  öfter  ein  und  aus,  so  sollen  a,,  a„  ....  a,,  , 
die  Abscissen  der  Eintrittsstellen ,  a,^,  a^,  ....  «2«  ^^^  Abscissen 
der  Austrittsstellen  sein,  und  zwar  so,  dass 

0  <  a,  <  «2  <  .  .  .  <  «2„-i  <  «2»- 
Die  Bestandtheile  des  Elementarprisma,  welche  innerhalb  der  an- 
ziehenden Masse  liegen,  zerschneiden  wir  in  unendlich  viele  gerade 


Transformation  etc.  2© 

Parallelepipeda ,    jedes  vom   Inhalte  da  db  de.     Der  Inhalt  eines 
solchen  Parallelepipedon  werde  multiplicirt  mit  dem  Werthe,  welchen 

die  Function   p in  seinem  einen  Eckpunkte  (a,  6,  c)  hat. 

Das  Product 


(-v) 


p r da  db  de 

'         da 

ist  das  Element  des  Integrals.  Die  Integration  nach  a  wird  aus- 
geführt, indem  man  dieses  Product  für  alle  parallelepipedischen 
Bestandtheile  des  Elementarprisma  bildet,  welche  innerhalb  der 
anziehenden  Masse  liegen,  und  sämmtliche  Producte  addirt.  Die 
Integration  nach  b  und  nach  c  besteht  darin,  dass  man  die  eben 
besprochene  Summe  von  Producten  für  alle  Elementarprismen 
herstellt,  welche  die  anziehende  Masse  überhaupt  treffen,  und  alle 
diese  Summen  wiederufti  durch  Addition  verbindet. 

Wir  wollen  zunächst  die  Integration  nach  a  ausführen.     Das 
unbestimmte  Integral 

>(— ;> 


/ 


p da. 


~ba 
lässt  sich  umformen  durch  Integration  nach  Theilen,  nemlich 

(2)        lf'^^*'=--!-+K-(-!-^« 


J    ^  da  r      '  J     r 


3p 
2)a 


Diese  Formel  ist  zur  Umgestaltung  des  bestimmten  Integrals  leicht 

zu  benutzen,   wenn  die  Function  -^  innerhalb   der  Intesrations- 

r  ^ 

grenzen  überall  endlich  und  stetig  ist.  Die  Integrale  auf  der 
linken  und  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (2)  sind  dann 
zwischen  denselben  Grenzen  zu  nehmen  und  von  dem  freien  Gliede 

—  hat  man  die  Summe  aller  Werthe  an  den  oberen  Grenzen 

r 

der  Integration  zu  vermindern  um  die  Summe  aller  Werthe  an  den 
unteren  Grenzen.  Wir  bezeichnen  die  Werthe  von  p  und  r  an 
den  Grenzen  der  Reihe  nach  durch  Anhängung  der  betreffenden 
Indices.  Für  die  Integration  nach  b  und  nach  c  erhält  man  dem- 
nach das  Element 
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dh  de  [^ 
Das  Integral 


P2 


+ 


P3 


+ 


92n  \ 


-|-  db  de 


i^da. 
da 


da  ist  über  alle  die  Tlieile  des  Elementar- 


prisma  zu  erstrecken,  welche  innerhalb  der  anziehenden  Masse 
liegen.  Wir  bezeichnen  nun  mit  c^o^  da^,  .  .  .  do^^  die  unendlich 
kleinen  Flächenstücke,  welche  das  Elementarprisma  aus  der  Ober- 
fläclie  des  mit  Masse  erfüllten  Eaumes  bei  seinem  Ein-  und  Aus- 
tritt herausschneidet  und  mit  a^  a^,  .  .  .  a^^  die  Winkel,  welche' 
die  nach  dem  Innern  dieses  Eaumes  zu  auf  cZa^,  do^,  .  .  .  do^^^  er- 
richteten Normalen  mit  der  Axe  der  positiven  x  einschliessen. 
Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Cosinus  dieser  Winkel  an  den  Ein- 

Fig.  4. 


trittsstellen  positiv,  an  den  Austrittsstellen  negativ  sind.     (Fig.  4.) 

Demnach  findet  sich 

db  de  =  cosaj  do^  ==  cos  a^  do^  =  .  .  .  =  cosa^^^^  ^°2n—i 
=^  —  cosa2  c^Oj  ^=  —  cosa4  £^04  ^=  .  .  .  =  —  cos  a^^  ^"^ä^i 

und  das  Element  der  Integration  nach  h  und  nach  c  lautet  jetzt 

SP  r ^  ^? 

-^  cos  ado  -{-  db  de  1  ^  ^  da. 

Die  Summe  V^  -^  cos  a  da  bezieht  sich  auf  alle  die  Stellen ,   an 
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denen  das  Elementarprisma  in  den  anziehenden  Körper  ein-  und 
aus  ihm  austritt.  Führt  man  nun  die  Integration  nach  h  und 
nach  c  aus,  so  ergibt  sich 

(3)  - —  =  1  -'-  cos  a  c?o  -4-  I     I     I  —  ~  da  dh  de. 

■hx        J    r  J  J  J    r    7sa 

Das  dreifache  Integral  auf  der  rechten  Seite  ist  über  den  ganzen 

mit  Masse  erfüllten  Raum ,  das  Integral  j  -^  cos  a  do  über  seine 
gesammte  Oberfläche  zu  erstrecken.  «^    * 

Die  vorgenommene  Transformation  ist  nur  dann  zulässig,  wenn 

die  Function  -^  innerhalb   des   mit  anziehender   Masse   erfüllten 
r 

Raumes  an  keiner  Stelle  unstetig  wird.  Findet  an  einzelnen  Stellen 
eine  Aenderung  sprungweise  statt,  so  hat  man  von  dem  Integra- 
tionsgebiete zunächst  solche  Raumtheile  auszuschliessen,  welche 
die  Unstetigkeitsstellen  völlig  in  sich  enthalten.  Dann  wird  man 
das  Integral  (1)  auf  die  ausgeschlossenen  Raumtheile  nicht  mit  er- 
strecken und  darf  deshalb  die  Transformation  vornehmen.  Nachher 
ist  die  Frage  zu  beantworten,  welchem  Grenzwerthe  das  Resultat 
der  Transformation  sich  annähert,  wenn  man  die  Oberflächen  der 
ausgeschlossenen  Gebiete  den  Unstetigkeitsstellen  unendlich  nahe 
rückt. 

§.  8. 
Fortsetzung. 

Wir  haben  bis  jetzt  vorausgesetzt,  dass  die  Dichtigkeit  p  des 
anziehenden  Körpers  eine  endliche  und  stetige  Function  des  Ortes 
sei.  Diese  Voraussetzung  soll  jetzt  noch  beibehalten  werden.  Liegt 
der  angezogene  Punkt  ausserhalb   der  anziehenden  Masse,   so  ist 

~  für  jeden  Punkt  (a,  6,  c)  in  ihrem  Innern  endlich  und  stetig, 

und  daher  kann  man  die  Transformation  des  vorigen  Paragraphen 
ohne  weiteres  vornehmen. 

Wenn  aber  der  angezogene  Punkt  (a;,  y,  z)  im  Innern  der  an- 
ziehenden Masse  liegt,   so  wird  die  Function  —  für  ein  Element 

der  Integration  unendlich  gross.  Deshalb  machen  wir  den  Punkt 
(cc,  y,  z)  zum  Mittelpunkte  einer  Kugelfläche  vom  Radius  e  und 
schliessen  den  von  ihr  begrenzten  inneren  Raum  zunächst  von  der 
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Integration  aus.  Dadurch  wird  die  Transformation  des  vorigen 
Paragraplien  zulässig  und  man  erhält 

(1)  I     I     I  p — r dadbdc=  j   -cos  ado-\-  I     I     I    ~  J'  dadbdc. 

Die  dreifachen  Integrationen  erstrecken  sich  auf  den  anziehenden 
Körper  mit  Ausnahme  der  den  Punkt  («,  y,  z)  enthaltenden  Kugel. 

Das  Integral     1  —  cos  a  do  ist  auszudehnen  üher   die  Oberfläche 

der  anziehenden  Masse  und  über  die  Oberfläche  des  ausgeschlos- 
senen kugelförmigen  Gebietes.  Bezeichnen  wir  mit  p  ^  den  grössten 
Werth  von  p  auf  dieser  Kugelfläche  und  beachten,  dass  cosa  in 
den  äussersten  Fällen  =+1  sein  kann,  so  findet  sich,  dass  der 
von  der  Kugel  herrührende  Beitrag  zu  dem  Oberflächen -Integral 
einen  Werth  hat,  der  absolut  genommen  kleiner  ist  als 


p,  ■  * 


d.  h.  kleiner  als 


Jdo, 


oder,  was  dasselbe  sagt,  kleiner  als 

4  TT   Pj   £. 

Folglich  wird  dieser  Beitrag  zu  Null  für  s  =r  0.  Nun  behalten 
aber  die  dreifachen  Integrale  in  (1)  bestimmte,  endliche  Wertlie, 
wenn  man  den  Radius  e  der  ausgeschlossenen  Kugel  zu  Null  macht. 
Von  dem  Integrale  links  ist  dies  in  §.  6  bewiesen.  Für  das  In- 
tegral  rechts   ergibt  sich  der  Beweis  auf  demselben  Wege,  wenn 

man  beachtet,  dass  — ^  im  Innern  des  Integrationsgebietes  überall 
da 

endlich  ist.  Folglich  gilt  die  Gleichung  (1)  auch  dann  noch,  wenn 
man  die  dreifachen  Integrale  über  den  ganzen  anziehenden  Körper 

D.  h.  die  Gleichung  (3)  des  vorigen  Paragraphen  bleibt  gültig,  wenn 

der  angezogene  Punkt  (ic,  y,  z)  im  Innern  der  anziehenden  Masse 

liegt.    Auf  entsprechende  Weise  kann  man  auch  die  Ausdrücke  für 

bV  bV 

- —  und  ^r —  transformiren.     Bezeichnen  a,  ß,  y  die  drei  Winkel, 

ly  bz  "^    ' 
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welche  die  auf  dem  Oberflächen-Element  do  des  anziehenden  Körpers 
nach  seinem  Innern  zu  errichtete  Normale  mit  den  positiven  Co- 
ordinatenaxen  einschliesst,  so  lauten  die  Resultate  der  Transfor- 
mation : 


,  cos  a.  do  -\-    \     I      I  —   -    da  dh  de, 

^x        J    r  '  J   J    r   da 


^V 

(^)       -^y- 


=  I    ^-  COS  ß  cZo  -f-    I     I     I    \    ^^  da  dh  de, 

=  I  -"-   COS  Y  do  -j- 


da  dh  de. 


Diese  Gleichungen  sind  gültig,  der  angezogene  Punkt  mag 
ausserhalb  oder  innerhalb  der  anziehenden  Masse  liegen.  Denn  für 
beide  Fälle  ist  die  Zulässigkeit  der  Transformation  nachgewiesen. 
Die  einzige  Bedingung,  die  erfüllt  sein  muss,  besteht  darin,  dass 
die  Dichtigkeit  der  anziehenden  Masse  im  Innern  des  von  ihr  er- 
füllten Raumes  eine  stetige  Function  des  Ortes  sei. 

§.  9. 
Die  zweiten  Derivirten  von  F  für  einen  inneren  Punl<t. 

Nun  ist  es  leicht,  die  zweiten  partiellen  Derivirten  — ^5  — ^  t  — „- 

öx^      dy^     Iz^ 

in  einer  Form  herzustellen,  die  bestimmte  endliche  Werthe  liefert, 
der  angezogene  Punkt  mag  ausserhalb  oder  innerhalb  der  an- 
ziehenden Masse  liegen.     Man  erhält 


p(7)    ,j.rrp(^).p 

-ii^-=J  ST'' '"'''' ''^  +J  J  J  ~i.- -i '^" * '^'- 

Diese  Ausdrücke  gehen  durch  Differentiation  aus  den  Gleichungen  (2) 
des  vorigen  Paragraphen  hervor.  Auf  der  rechten  Seite  ist  die 
Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  vorgenommen.  Das  darf 
geschehen,   weil  die  Integrale,   die  daraus  hervorgehen,   durchaus 
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bestimmte,  endliche  Werthe  besitzen.  Bei  den  über  die  Oberfläche 
ausgedehnten  Integralen  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (1) 
sind  nemlich  sämmtliche  Elemente  unendlich  klein  wie  c?a,  weil 
wir  den  angezogenen  Punkt  ausserhalb  oder  innerhalb  der  an- 
ziehenden Masse  in  endlicher,  wenn  auch  noch  so  kleiner,  Entfer- 
nung von  der  Oberfläche  voraussetzen.  Dass  die  sämmtlichen  Ele- 
mente der  dreifachen  Integrale  unendlich  klein  von  dritter  Ordnung 
sind,  erkennt  man  ohne  weiteres,  wenn  der  Punkt  (cc,  ?/,  z)  ausser- 
halb der  anziehenden  Masse  liegt.  Für  einen  inneren  Punkt  be- 
weist man  es  auf  dem  in  §.  6  vorgezeiclmeten  Wege. 

Legt  man  den  Punkt  (cc,  ?/,  z)  in  die  Oberfläche  des  an- 
ziehenden Körpers,  so  behalten  die  Integrale,  durch  welche  die 
Function  V  und  ihre  ersten  Derivirten  ausgedrückt  sind,  bestimmte, 
endliche  Werthe.  Anders  ist  es  aber  mit  den  Integralen  auf  der 
rechten  Seite  der  eben  hergestellten  Gleichungen  (1).  Die  drei- 
fachen Integrale  haben  zwar  auch  jetzt  noch  bestimmte,  endliche 
Werthe.    Aber  die  über  die  Oberfläche  ausgedehnten  Integrale  ver- 

lieren  alle  Bedeutung.    Soll  also  von  den  Derivirten  — ^i  — -■>  — r- 

"^  3x2         3?/2         J)32 

die  Rede  sein  für  einen  Punkt  (cc,  ?/,  z)  in  der  Oberfläche  des  an- 
ziehenden Körpers,  so  ist  darüber  noch  eine  besondere  Unter- 
suchung anzustellen. 

Die  Transformation,  welche  zu  den  Gleichungen  (2)  des  vorigen 
Paragraphen  geführt  hat  und  also  auch  für  die  Gleichungen  (1)  dieses 
Paragraphen  die  Grundlage  bildet,  ist  nur  dann  zulässig,  wenn 
die  Dichtigkeit  p  der  anziehenden  Masse  eine  durchweg  stetige 
Function  des  Ortes  ist.  Es  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass 
der  anziehende  Körper  aus  einzelnen  Bestandtheilen  zusammen- 
gesetzt ist,  so  dass  in  jedem  von  ihnen  die  Dichtigkeit  endlich 
und  stetig  variabel  ist,  aber  beim  Uebergange  aus  einem  Bestand- 
theile  in  den  andern  sich  sprungweise  ändert.  Die  Trennungsflächen 
der  einzelnen  Bestandtheile  sind  dann  Unstetigkeitsstellen  der 
Dichtigkeit.  Wir  betrachten  nun  einen  Punkt  im  Innern  des  an- 
ziehenden Körpers.  Es  ist  zu  unterscheiden,  ob  er  in  endlicher, 
wenn  auch  noch  so  kleiner,  Entfernung  von  den  Unstetigkeitsstellen 
sich  befindet  oder  ob  er  in  eine  solche  Stelle  hineinfällt.  Im 
ersten  Falle  kann  man  die  anziehende  Masse  in  zwei  Bestandtheile 
zerlegen.  Der  erste  Bestandtheil  wird  so  gewählt,  dass  er  den  an- 
gezogenen Punkt  (a?,  2/,  z)  in  sich  enthält,  aber  keine  Unstetigkeits- 
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stelle  der  Dichtigkeit ,  und  dass  der  Punkt  (x,  y,  z)  nicht  in  die 
Begrenzung  dieses  Bestandtheils  fällt.  Was  nach  Ausschluss  des 
ersten  Bestandtheils  an  Masse  noch  übrig  ist,  bildet  den  zweiten 
Bestandtheil.  Er  enthält  alle  Stellen,  an  denen  die  Dichtigkeit 
sich  sprungweise  ändert.  Dem  entsprechend  zerfällt  auch  die  Po- 
tentialfunction   V  in  zwei  Bestandtheile 

so  dass  Fj  nur  von  dem  ersten,  V^  nur  von  dem  zweiten  Bestand- 
theile der  anziehenden  Masse  herrührt.  Für  den  ersten  Bestand- 
theil der  Masse  ist  die  Zulässigkeits-Bedingung  der  Transformation 
erfüllt.  Die  Function  Vy ,  ihre  ersten  und  ihre  zweiten  Derivirten 
können  also  durch  die  Gleichung  (4)  des  §.  6,  die  Gleichungen  (2) 
des  §.  8  und  resp.  die  Gleichungen  (1)  des  §.  9  ausgedrückt  werden. 
Für  den  zweiten  Bestandtheil  der  anziehenden  Masse  ist  der  Punkt 
(cc,  1/,  z)  ein  äusserer  Punkt.  Die  Function  V^  und  ihre  Derivirten 
der  ersten  und  der  zweiten  Ordnung  werden  demnach  durch  die 
Gleichungen  (5)  und  (4)  des  §.  2  und  resp.  die  Gleichungen  (1) 
des  §.  3  unzweideutig  ausgedrückt.  Folglich  haben  auch  die 
Function  V  und  ihre  partiellen  Derivirten  der  ersten  und  der 
zweiten  Ordnung  bestimmte,  angebbare,  endliche  Werthe  für  jede 
Lage  des  inneren  Punktes  {x\  y,  z) ,  in  welcher  er  in  endlicher, 
wenn  auch  noch  so  kleiner,  Entfernung  von  den  Unstetigkeitsstellen 
der  Dichtigkeit  bleibt. 

Fällt  aber  der  Punkt  (cc,  ?/,  z)  in  eine  Unstetigkeitsstelle  der 
Dichtigkeit,  so  behalten  zwar  die  Function  V  und  ihre  ersten 
Derivirten  bestimmte,  endliche  Werthe.  Aber  die  Ausdrücke  für 
die  zweiten  Derivirten  sind  unbestimmt.  Denn  es  ist  in  diesem 
Falle  nicht  möglich,  um  den  Punkt  herum  einen  Raum  abzugrenzen, 
für  welchen  die  Transformation  des  §.  8  zulässig  wäre.  Die  In- 
tegrale auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (1)  des  §.  3  oder 
der  Gleichungen   (1)    des    §.  9    sind   dann   ohne   alle   Bedeutung. 

Handelt  es   sich   also  um  die  Werthe  der  zweiten  Derivirten 
S27     2)2F     327 
V"2~'   ~S~2"'        2     -^^^  ^^^  Fall,    dass   der   angezogene  Punkt  in 

eine  Unstetigkeitsstelle  der  Dichtigkeit  hineinfällt,  so  ist  jedenfalls 
noch  eine  besondere  Untersuchung  anzustellen. 
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§.   10. 

Stetigkeit  der  Function  V  und  ihrer  ersten  Derivirten.   Unterbrechungen 

in  der  Stetigkeit  der  zweiten  Derivirten. 

3F       ^V      7>V 
Die  Function   V  und  ihre  ersten  Derivirten  - — ,   — — ,  --- 

öx        dy        cz 

werden  durch  Integrale  ausgedrückt,  die  —  wie  bewiesen  —  je 
einen  bestimmten  endlichen  Werth  haben,  wo  auch  der  angezogene 
Punkt  (x,  w,  z)  liegen  möge.    Dagegen  ist  von  den  Integralen,  welche 

327      2)2  17       2)2  7 

die  zweiten  Derivirten   ^   „  ,  ^   ,  ,  ^  „    ausdrücken,  dieselbe  Eigen- 
^x^      ly^      öis^  ° 

Schaft  bis  jetzt  nur  bewiesen,  wenn  der  angezogene  Punkt  in  end- 
licher, wenn  auch  noch  so  kleiner,  Entfernung  von  der  Oberfläche 
des  anziehenden  Körpers  und  von  den  Unstetigkeitsstellen  der 
Dichtigkeit  sich  befindet.  Daraus  folgt,  dass  V  im  ganzen  unend- 
lichen Räume  eine»  stetig  veränderliche   Function  von  «,  ?/,  z  ist, 

und   dass  - — ,  r; — ,  — —  sich  stetig  ändern,   so  lange  der  Punkt 
dx       oy       dz 

(ic,  ?/,  z)  in  endlicher ,  wenn  auch  noch  so  kleiner  Entfernung  von 
der  Oberfläche  des  anziehenden  Körpers  und  von  den  Unstetigkeits- 
stellen der  Dichtigkeit  bleibt.    Wir  wollen  nun  beweisen,  dass  die 

ersten  Derivirten  — — ,  - — ?  ~r —  auch  dann  noch  eine  stetige  Aen- 

dX         dy  dz 

derung  erleiden ,  wenn  der  Punkt  (a?,  ?/,  z)  durch  die  Oberfläche 
des  anziehenden  Körpers  oder  durch  eine  Unstetigkeitsstelle  der 
Dichtigkeit    hindurchgeht    oder    in  ihnen  verschoben   wird.     Der 

SF 
Beweis  soll  zunächst  für  geführt  werden. 

ÖX 

Der  Punkt  (a;,  ?/,  z)  liege  in  einer  Fläche,  in  welcher  die  Dich- 
tigkeit sich  sprungweise  ändert,  oder  in  der  Oberfläche  des  an- 
ziehenden Körpers.  Wir  umschliessen  ihn  mit  einer  Kugelfläche 
vom  Radius  e  und  bezeichnen  mit  T^  den  Raum,  welchen  diese 
aus  dem  anziehenden  Körper  ausschneidet.  Der  übrige  Theil  des 
anziehenden  Körpers  sei  T^.  Dem  entsprechend  zerlegen  wir  auch 
die  Potentialfunction  in  zwei  Bestandtheile 

(1)  •  F=   V.JrV,^ 

so  dass  Fj  nur  von  der  Masse  in  dem  Räume  jT,  und  V^  nur 
von  der  Masse  in  dem  Räume  T^  herrührt.  Für  den  Raum  1\ 
ist  der  Punkt   (x,  z/,  z)   ein   äusserer  Punkt ,   und   daher   sind  die 
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X      T.    •  •  X       ^^9     3F.     3Fo     ,  ,.      -^ 
ersten  Derivirten  ^  ^  ,    ^^  ,  ~~-^-  stetige  Functionen  von  (x,  v,  z) 

dx         dy         3z  y   1  ji    j' 

Es  ist  also  jedenfalls 

(2)  ii.„<z(^J;)-^o. 

3F 
Die  Derivirte        -    wird  ausgedrückt  durch  das  Integral 


/J7-' 


—  p  c?a  dh  de, 

wenn  man  die  Integration  über  den  Raum  T^  ausdehnt.  Dieses 
Integral  kann  —  wie  bewiesen  —  nicht  unendlich  gross  werden, 
wohin  man  auch  den  Punkt  (x,  y,  z)  im  Innern  der  Kugel  vom 
Radius  s  verlegen  möge.  Es  hat  vielmehr  einen  endlichen  Werth, 
der  um  so  kleiner  ist,  je  kleiner  s  genommen  wird.  Man  kann 
demnach  s  so  klein  wählen,   dass  für  jede  Lage  des  angezogenen 

Punktes  im  Innern  jener  Kugel  der  Werth  von   '    ^    kleiner  bleibt 

als  eine  beliebig  kleine  Grösse  ,8.  Verschiebt  man  also  den 
Punkt   (aj,  ?/,  z)   beliebig   im  Innern   der  Kugel  vom    Radius  e  ,   so 

wird  die  Aenderung,  welche  -~-  dadurch  erfährt,  ebenfalls  kleiner 

ex 

sein  als  o.    Man  kann  aber  o  kleiner  werden  lassen  als  irgend  eine 
angebbare  Zahl.     Es  ist  damit  nur  eine  unendliche  Abnahme  des 
Radius  s  verbunden. 
Folglich  ist 

(3)  >™''('I')  =  0. 

Aus  (3)  und  (2)  ergibt  sich  ohne  weiteres 

(4)       i™.(|I)  =  i™.(?A)  +  i,™.(^J:^.)^o, 

3F   .        . 
d.  h.  — —  ist  eine  überall  stetig  variable  Function. 

üX  " 

Auf  demselben  Wege   wird   der  Beweis  für   ^ —  und    - —  ge- 

2)1/  Sz 

führt.  Die  Function  Fund  ihre  ersten  Derivirten  sind 
also  überall  endliche  und  stetige  Functionen,  Sie  er- 
leiden unendlich  kleine  Aenderungen  bei  einer  unendlich  kleinen 
Verschiebung  des  Punktes  (a?,  ?/,  0),  mag  diese  Verschiebung  inner- 
halb oder  ausserhalb  oder  in  der  Oberfläche  der  anziehenden  Masse 
vorgenommen   werden   oder  durch  die  Oberfläche  hindurchführen. 

Schwere,  Kli'ktiiciliit  ii.  Magnctisimis,  3 
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Der  Beweis  ist  noch  anwendbar  auf  die  zweiten  partiellen 
Derivirten ,  aber  nur  für  solche  Lagen  des  Punktes  (x,  y,  z) ,  für 
welche  die  Gleichungen  (1)  des  vorigen  Paragraphen  gelten,  D.  h. 
die  zweiten  partiellen  Derivirten  ändern  sich  stetig  bei  allen  Ver- 
schiebungen des  Punktes  (cc,  ?/,  z)  ausserhalb  oder  innerhalb  des 
anziehenden  Körpers,  die  in  endlicher,  wenn  auch  noch  so  kleiner 
Entfernung  sowohl  von  der  Oberfläche,  als  auch  von  den  Unstetig- 
keitsstellen  der  Dichtigkeit  vorgenommen  werden. 

Errichtet  man  nun  gegen  die  Oberfläche  des  anziehenden 
Körpers  in  irgend  einem  Punkte  derselben  die  Normale  nach  innen 
und  nach  aussen,  so  darf  man  auf  der  inneren  wie  auf  der  äusseren 
Normale    den  Punkt    (cc,  y^  z)  unendlich  nahe   an  die   Oberfläche 

heranrücken  lassen,   ohne  dass  die  Functionen   F,  ,  ,  - — 

öx       dy       ?Z' 

aufhören,  endliche  und  stetig  variable  Wertlie  anzunehmen.  Für 
zwei  Lagen  des  Punktes  (cc,  ?/,  z)  auf  der  inneren  und  auf  der 
äusseren  Normale  in  unendlich  kleinem  Abstände  von  der  Ober- 
fläche hat  jede  der  vier  Functionen  zwei  Werthe,  die  nur  unend- 
lich wenig  abweichen  von  dem  Werthe,  welchen  sie  in  dem  Fuss- 
punkte  der  Normale  auf  der  Oberfläche  selbst  besitzt.    Aus  diesem 

Verhalten  der  Functionen  -- — ,  - — ,  -- —  folgt,   dass  die  zweiten 

}>x      ciy       2)Z 

Derivirten  von  V  nicht  unendlich  gross  werden  können,  wenn  der 
Punkt  (x,  y,  z)  auf  der  inneren  oder  auf  der  äusseren  Normale 
unendlich  nahe  an  die  Oberfläche  heranrückt  oder  in  den  Fuss- 
punkt  der  Normale  auf  der  Oberfläche  selbst  übergeht.  In  diesem 
letztgenannten  Punkte  verlieren  die  Ausdrücke,  welche  wir  für  die 
zweiten  Derivirten  gefunden  haben,  alle  Bedeutung.  Das  weist 
darauf  hin,  dass  jede  der  zweiten  Derivirten  sich  sprungweise 
ändert,  wenn  der  Punkt  (cc,  y,  z)  beim  stetigen  Durchlaufen  der 
Normale  durch  die  Oberfläche  des  anziehenden  Körpers  von  innen 
nach  aussen  oder  von  aussen  nach  innen  hindurchgeht.  In  dem 
Beispiele  des  §.  5  ist  diese  Eigenschaft  der  zweiten  Derivirten 
von  V  direct  nachgewiesen.  Sie  lässt  sich  aber  für  eine  beliebig 
gestaltete  Oberfläche  des  anziehenden  Körpers  beweisen.    Man  hat 

zu   dem  Ende,   was  --;r-,  -r-^'  -^r^r  anlangt,   die  Integrale  auf 
cix^       ly^       ^z^  ^ 

der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (1)  des  §.  9  für  den  Fall  zu 
untersuchen,  dass  der  Punkt  (cc,  y,  z)  auf  der  äusseren  oder  auf 
der  inneren  Normale  unendlich  nahe  an  die  Oberfläche  heranrückt. 
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Dabei  zeigt  sich,  dass  jedes  der  drei  Raumintegrale  für  beide 
Lagen  des  Punktes  (a;,  ?/,  z)  Werthe  von  unendlich  kleiner  Differenz 
besitzt.  Die  Grenzwertlie  der  Oberflächen -Integrale  haben  aber 
eine  endliche  Differenz,  und  zwar  sind  die  Werthe  für  den  inneren 
Punkt  um  resp. 

4- p  cos  «2^     4  7rpcosß2,     471  p  cos -(2 

kleiner,  als  für  den  äusseren  Punkt.  Dabei  bezeichnen  ot,  ß,  7  die 
Winkel,  welche  die  Richtung  der  nach  innen  gezogenen  Normale 
mit  den  positiven  Coordinaten-Axen  einschliesst,  und  p  ist  die 
Dichtigkeit  in  dem  unendlich  nahe  an  der  Oberfläche  gelegenen 
inneren  Punkte.  Der  Beweis  dieser  Behauptung  stützt  sich  im 
wesentlichen  auf  Entwickelungen,  welche  im  §.  15  für  einen  anderen 
Zweck  vorgenommen  werden. 

Die  Durchführung  des  Beweises  kann  hier  unterbleiben,  da 
von  hauptsächlichem  Interesse  die  unstetige  Aenderung  der  Summe 

^1^ — h   ^r~7, 1 — r-„    ist,    und   diese   lässt   sich  mit  einfacheren 

dX^  dy^  52^ 

Hülfsmitteln  nachweisen  (§.  |3). 

Der  anziehende  Körper  werde  durch  eine  innere  Scheidungsfläche 
in  zwei  getrennte  Räume  zerlegt,  so  dass  die  Dichtigkeit  sich  stetig 
ändert  in  jedem  einzelnen  der  beiden  Räume,  aber  sprungweise 
beim  Durchgange  durch  die  Scheidungsfläche.  Errichtet  man  dann 
in  irgend  einem  Punkte  dieser  Fläche  nach  beiden  Seiten  hin  die 
Normale  und  lässt  auf  ihr  von  beiden  Seiten  her  den  Punkt  (x,  y,  z) 
unendlich  nahe  an  die  Scheidungsfläche  heranrücken,  so  wird 
jede  der  zweiten  Derivirten  von  V  sich  einem  bestimmten  end- 
lichen Grenzwerthe  unaufhörlich  annähern.  Aber  der  Grenzwerth 
irgend  einer  von  den  zweiten  Derivirten  in  unendlich  kleinem 
Abstände  von  der  Scheidungsfläche  ist  auf  der  einen  Seite  ver- 
schieden von  dem  Grenzwerthe  auf  der  anderen  Seite.  Jede 
von  den  zweiten  Derivirten  ändert  sich  sprungweise,  wenn  der 
Punkt  («,  ?/,  z)  beim  stetigen  Durchlaufen  der  Normale  durch  jene 
Fläche  hindurchgeht.  In  der  Scheidungsfläche  selbst  sind  die  Aus- 
drücke für  die  zweiten  Derivirten  von   V  ohne  alle  Bedeutung. 

Nach  dieser  Orientirung  über  das  Verhalten  der  zweiten  De- 
rivirten kommt  es  darauf  an,  die  Summe 
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für  einen  Punkt  (cc,  i/,  z)  im  Innern  des  mit  Masse  erfüllten 
Körpers  zu  ermitteln.  Wir  gelangen  dazu  mit  Hülfe  eines  von 
Gauss  aufgestellten  allgemeinen  Satzes,  welcher  zunächst  ent- 
wickelt werden  soll. 


5.  11. 


'li 


Das  Oberflächen- Integral  I    -^  cos  (r  ?i)  c?o.    Satz  von  Gauss. 

Wir  bezeichnen  mit  T  einen  beliebig,  aber  vollständig  be- 
grenzten Raum  und  mit  da  ein  Element  seiner  Oberfläche.  In 
irgend  einem  Punkte  dieses  Oberflächen -Elementes  errichten  wir 
nach  dem  Innern  des  Raumes  T  die  Normale  und  nehmen  auf  ihr 
einen  Punkt  (x,  y,  z) ,  welcher  von  dem  Fusspunkte  der  Normale 
den  Abstand  n  hat.  Es  lassen  sich  dann  zwei  veränderliche  Grössen 
q  und  s  so  wählen,  dass  sie  in  irgend  einem  Punkte  der  Ober- 
fläche je  einen  und  nur  einen  Werth  haben,  und  dass  umgekehrt 
zu  einer  bestimmten  Werthen-Combination  von  g-  und  s  jedesmal  nur 
ein  bestimmter  Punkt  der  Oberfläche  gehört.  Die  Lage  des  Punktes 
{x^y^z)  lässt  sich  dann  auch  dadurch  angeben,  dass  man  sagt, 
welche  Werthe  die  Grössen  q  und  s  im  Fusspunkte  der  Normale 

haben  und  wie  lang  die  Strecke  n 
auf  der  Normale  ist.  Man  hat  also 
jede  der  drei  Coordinaten  x,  y,  z 
als  eine  Function  von  den  drei  un- 
abhängigen Variabein  q,  s,  n  an- 
zusehen. Lässt  man  q  und  s  ihre 
Werthe  beibehalten  und  ertheilt  der 
dritten  Variabein  den  Zuwachs  dn, 
so  erhält  man  auf  derselben  Normale 
einen  zweiten  Punkt,  dessen  recht- 
winklige Coordinaten  x  -\-  dx,  y  -j-  dy, 
z  -\-  dz  sind  (Fig.  5),  und  es  ist  hier 
3x'   -,       ,  ly 


Fig.  5. 


—  dn,    dy  =  -~-  dn, 


Man  erkennt   leicht, 


speciell   dx  = 

dz  =  -- —  d7i. 

dass  dx,  dy,  dz  die  Projectionen  von  dn  auf  den  rechtwinkligen 
Coordinatenaxen  sind.  Bezeichnet  man  also  mit  {x)i),  (yn),  (zn)  die 
Winkel,  welche  die  Richtung  der  Normale  mit  den  positiven  Rich- 
tungen der  X,  der  y,  der  z  einschliesst,  so  ergibt  sich 
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—I  0,0^  (xn).       — ^  =  cos(?/w),       - —  =  cos(2w), 

c>w  ^n  7)71  ^     ^ 

Wir  denken  uns  nun  die  gesammte  anziehende  Masse,  die 
gleich  der  Einheit  genommen  werden  möge,  in  einem  Punkte  (a,  6,  c) 
concentrirt,  der  entweder  innerhalb  oder  ausserhalb  oder  in  der 
Oberfläche  des  Raumes  T  liegen  soll.  Der  Punkt  (a,  b,  c)  übt  auf 
den  Punkt  (x,  ?/,  z)  eine  Anziehung,  deren  Componente  in  der  Rich- 
tung der  waclisenden  n  mit  N  bezeichnet  werden  möge.    Man  findet 

(1)  ,  N  =  ^.^  cos  (rn), 

wenn  r  den  Abstand  des  Punktes  (a;,  y,  z)  von  dem  Punkte  (a,  &,  c) 
bezeichnet,  also 

(2)  r2   =  (a  —  xy  -f-  (6  -yY  +  (c  —  2)2. 

Die  Linie  r  ist  von  dem  Punkte  (cc,  ?/,  2;)  nach  dem  Punkte  (a,  6,  c) 
hingezogen,  und  unter  {rn)  ist  der  Winkel  zu  verstehen,  welchen 
diese  Richtung  mit  der  Richtung  der  wachsenden  n  einschliesst. 
Für  den  Cosinus  dieses  Winkels  ergibt  sich 

.  ?r   "bx    ,     3r   c^v    I     '^'^   ^2;  3r 

cos  {rn)  =  -^-  ^ ^  -^--  --^-  +  -^^^  -^--  =  T — 

l)x  2\n         T^y  2n         dz   dn  d?z 

Mit  do  soll  ein  Element  der  Oberfläche  von  T  bezeichnet  werden, 
und  der  Punkt  (cc,  y,  z)  soll  in  der  Begrenzungslinie  dieses  Ele- 
mentes liegen,  so  dass  für  ihn  7i  =  0  ist.  Es  handelt  sich  darum, 
den  Werth  des  Integrals 

(3)  I  N  da  =^  1  -y  cos  (r  n)  da 

zu  ermitteln,  wenn  die  Integration  über  die  ganze  Oberfläche  von 
T  erstreckt  wird.  Zu  dem  Ende  betrachten  wir  da  als  die  Basis- 
fläche eines  Kegels,  dessen  SjHtze  im  Punkte  (a,  h,  c)  liegt.  Die 
conische  Oberfläche  wird  dadurch  erzeugt,  dass  man  einen  von 
(a,  6,  c)  ausgehenden  beweglichen  Radius  vector  längs  der  Begren- 
zung von  da  liingleiten  lässt.  Beschreibt  man  nun  (Fig.  6.)  um 
(a,  &,  c)  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  r  eine  Kugelflcäche,  so 
schneidet  der  eben  construirte  Kegel  aus  ihr  ein  Flächenelement 
heraus,  welches  als  die  rechtwinklige  Projection  von  da  angesehen 
werden  kann.  Denn  wegen  der  unendlich  kleinen  Dimensionen 
darf  man  sowohl  da,    wie  das  Element  der  Kugehiäche  als  ebene 
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Flächen  ansehen.    Die  Erzeugenden  des  Kegels  sind  dann  die  pro- 
jicirenden  Strahlen.    Sie  stehen  als  Radien  sämmtlich  rechtwinklig 


auf  der  Kugelfläche.  Man  erhält  also  das  Element  der  Kugel- 
fläche, indem  man  do  mit  dem  Cosinus  des  spitzen  Winkels  mul- 
tiplicirt,  welchen  die  im  Punkte  («,  ?/,  z)  errichteten  Normalen  der 
Kugel  und  des  Flächenelementes  do  einschliessen,  d.  h.  mit  dem 
absoluten  Werthe  von  cos  {r  n).  Das  Element,  welches  der  Kegel 
aus  der  Kugelfläche  vom  Radius  r  ausschneidet,  ist  demnach 

+  da  .  cos  (?•  w), 

und  es  gilt  das  negative  oder  das  positive  Zeichen,  je  nachdem 
der  von  (a,  6,  c)  ausgehende  Radius  vector  an  der  Stelle  (x,  ?/,  z) 
in  den  Raum  T  eintritt  oder  aus  ihm  austritt.  Die  Richtigkeit 
dieser  Vorzeichen-Bestimmung  ist  leicht  einzusehen.  Die  Richtung 
der  wachsenden  n  schliesst  nemlich  spitze  Winkel  ein  mit  allen 
geraden  Linien,  die  vom  Punkte  (x,  y,  z)  aus  nach  dem  Innern 
des  Raumes  T  gezogen  werden,  und  stumpfe  Winkel  mit  allen 
Linien,  die  vom  Punkte  (cc,  ?/,  z)  nach  aussen  gehen.  Der  von  (a,  b,  c) 
nach  (cc,  y,  z)  gezogene  Radius  vector  ist  aber  der  Richtung  von 
r  gerade  entgegengesetzt. 

Legt  man  nun  um  den  Punkt  (a,  &,  c)  als  Mittelpunkt  eine 
zweite  Kugelfläche  mit  der  Längeneinheit  als  Radius,  so  schneidet 
aus  dieser  der  Kegel  ein  Element  dl  heraus,  dessen  Inhalt  sich 
berechnet 

(4)  '      c?2  =  +  —-  cos  {r  n)  do. 
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Der  eben  betrachtete  Kegel  kann  die  Oberfläche  des  Raumes 
T  öfter  treff"en.  Dann  ist  d^  die  centrale  Projection  aller  aus- 
geschnittenen Oberflächen-Elemente,  und  es  ist  in  der  Gleichung  (4) 
das  negative  oder  das  positive  Vorzeichen  gültig,  je  nachdem  das 
Element  do  an  einer  Eintritts-  oder  an  einer  Austrittsstelle  liegt. 

Der  Punkt  (a,  6,  c)  befinde  sich  zunächst  im  Innern  des  Raumes 
T.    Dann  tritt  der  Kegel  einmal  öfter  aus  als  ein. 

Jede  Austritts-  und  jede  Eintrittsstelle  liefert  einen  Beitrag 
zu  dem  Integral  (3),  und  zwar  sieht  man  aus  Gleichung  (4),  dass 
dieser  Beitrag  gleich  -\-d^  ist  an  allen  Austrittsstellen  und  gleich 
—  dl  an  allen  Eintrittsstellen.  Der  Inbegriff  aller  Beiträge, 
welche  die  durch  den  Kegel  ausgeschnittenen  Oberflächen-Elemente 
liefern,  ist  demnach 

=  dl. 

Denn  der  Beitrag  jeder  Eintrittsstelle  hebt  den  Beitrag  der  vor- 
hergehenden Austrittsstelle  auf  und  es  bleibt  nur  der  Beitrag  der 
letzten  Austrittsstelle  übrig.    Der  Werth  des  Integrals  (3)  ist  also 


(5) 


-jä^,. 


wenn  man  das  letztere  über  alle  die  Stellen  der  Kugel  vom  Ra- 
dius 1  erstreckt,  welche  Projectionen  von  Oberflächen -Elementen 
des  Raumes  T  sind.  Da  aber  der  Punkt  im  Innern  des  Raumes  T 
liegt,  so  kann  der- Elementarkegel  durch  kein  Element  der  Kugel- 
fläche vom  Radius  1  hindurchgehen,  ohne  irgendwo  auch  die  Ober- 
fläche von  T  zu  durchschneiden.  D.  h.  das  Integral  (5)  ist  über 
die  ganze  Kugelfläche  zu  erstrecken,  und  folglich  hat  man 

(6)  I    4  cos.O'w)^^  =  4-, 

wenn  der  Punkt  («,  ^,  c)  im  Innern  des  Raumes   T  liegt. 

Nimmt  man  aber  zweitens  den  Punkt  (a,  h,  c)  ausserhalb  des 
Raumes  T,  so  trifft  der  Elementarkegel  die  Oberfläche  von  T  ent- 
weder gar  niclit,  oder  er  tritt  ebenso  oft  aus  wie  ein.  Jede  Ein- 
trittsstelle liefert  zu  dem  Integral  (3)  auch  hier  den  Beitrag 
—  dl,  und  jede  Austrittsstelle  den  Beitrag  -f-  dl.  Folglich 
heben  sich  die  Beiträge  auf,  welche  von  jedem  einzelnen  Elemen- 
tarkegel herrühren,  und  man  hat 
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I  -y  COS  (r  n)  ch  ^=  0, 


(7) 

wenn  der  Punkt  (a,  6,  c)  ausserhalb  des  Raumes   T  liegt. 

Wenn  drittens  der  Punkt  (a,  6,  c)  in  der  Oberfläche  des 
Raumes  T  genommen  wird,  und  zwar  an  einer  stetig  gekrümmten 
Stelle,  so  zerschneidet  die  Tangentialebene  dieses  Punktes  die 
Kugelfläche  vom  Radius  1  in  zwei  Halbkugeln.  Die  eine  Halb- 
kugel wird  von  allen  den  Elementarkegeln  getroffen,  deren  Er- 
zeugende anfanglich  innerhalb  des  Raumes  T  verlaufen.  Die 
andere  Halbkugel  wird  von  allen  den  Elementarkegeln  getroffen, 
deren  Erzeugende  anfänglich  ausserhalb  des  Raumes  T  liegen. 
Rücksichtlich  der  ersteren  ist  der  Punkt  (a,  6,  c)  anzusehen  als 
innerhalb  des  Raumes  T  liegend,  rücksichtlich  der  letzteren  als 
ausserhalb  liegend.    Folglich  erhält  man 

(8)  I  —2"  cos  (r  u)  c/o  =   2  -. 

wenn  der  Punkt  (a,b,  c)  an  einer  stetig  gekrümmten  Stelle 
der  Oberfläche  des  Raumes  T  sich  befindet. 

Liegt  endlich  der  Punkt  (a,  6,  c)  in  einer  Kante  oder  einer 
Spitze  der  Oberfläche  von  T,  so  sieht  man  leicht,  dass  das  In- 
tegral (3)  gleich  demjenigen  Theil  der  Kugelfläche  vom  Radius  1 
ist,  für  welchen  die  schneidenden  Elementarkegel  anfänglich 
innerhalb  des  Raumes  T  liegen.  Um  die  Begrenzung  dieses 
Flächentheils  zu  finden,  braucht  man  nur  im  Punkte  (a,  h,  c) 
den  Tangentenkegel  der  Oberfläclie  von  T  zu  construiren.  Diese 
Kegelfläche  schneidet  die  Kugel  in  der  gesuchten  Begrenzungslinie. 

Der  Satz  dieses  Paragraphen  rührt  von  Gauss  her.  Soweit 
er  sich  in  den  Gleichungen  (6),  (7),  (8)  ausspricht,  bildet  er  das 
Theorema  4  der  Abhandlung:  Theoria  attractionis  corporum  sphae- 
roidicorum  ellipticorum  homogeneorum  methodo  nova  tractata.*) 
Den  letzten  Zusatz  hat  Gauss  später  gemacht  im  22.  Artikel  der 
Abhandlung:  Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im,  ver- 
kehrten Verhältnisse  des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  An- 
ziehungs-  und  Abstossungskräfte.**) 

*)  'Commentationes  Societ.  reg.  Gotting.  recent.  Vol.  2.  Gottingae  1813.  — 
Carl  Friedrich  Gauss'  Werke.    Bd.  5.    Göttingen  1«67. 

**)  Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  im  Jahre 
1839.  Herausgegeben  von  Gauss  und  Weber.  Leipzig  1840.  —  Gauss'  Werke, 
Bd.  5.     Göttiugeu  18G7. 
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§.  12. 
Das  Oberflächen -Integral  1  Nch.    Satz  von  Gauss. 

Wir  wollen  das  Resultat  des  vorigen  Paragraphen  verallge- 
meinern. Vorab  werde  folgende  Bemerkung  gemacht.  Wir  haben 
einen  beliebig,  aber  vollständig  begrenzten  Raum  betrachtet  und 
ihn  mit  T  bezeichnet.  Ein  Element  dieses  Raumes  soll  nun  mit 
dT  bezeichnet  werden.  Der  Ausdruck  für  dT  ist  ein  anderer,  je 
nachdem  man  andere  Coordinaten  nimmt.    So  hat  man  z.  B. 

dT  ==  dx  dy  dz 
für  rechtwinklige  Coordinaten,  dagegen 

dT  =  7-2  sinO  drdh  do 
für  Kugel-Coordinaten, 

Ein  Flächen -Element  wollen  wir  mit  da  bezeichnen  und  ein 
Linien- P^lement  mit  ds.  Die  Ausdrücke  für  da  und  für  ds  sind 
ebenfalls  abhängig  von  der  Wahl  der  Coordinaten. 

Bisher  ist  fast  ausschliesslich  der  Fall  betrachtet,  dass  die 
anziehende  Masse  über  einen  Raum  von  drei  Dimensionen  stetig 
vertheilt  ist,  und  dass  nur  in  einem  Räume  von  endlicher  Grösse 
sich  eine  endliche  Masse  befindet.  Der  Allgemeinheit  wegen  sollen 
aber  auch  die  beiden  abstracten  Fälle  mit  berücksichtigt  werden, 
dass  die  Masse  in  einer  Fläche  oder  in  einer  Linie  stetig  aus- 
gebreitet ist,  und  dass  in  einer  Fläche  von  endlicher  Grösse  oder 
resp.  in  einer  Linie  von  endlicher  Grösse  eine  endliche  Masse  zu 
finden  ist.  Bezeichnet  man  mit  dm  ein  Massenelement  und  mit  p 
die  Dichtigkeit,  so  hat  man 

(1)  dm  =  pdT* 

bei  räumlicher  Vertheilung  der  Masse;  dagegen 

(2)  dm  =  p  d!o* 

bei  der  Vertheilung  auf  einer  Fläche;  und  endlich 

(3)  diyi  ^=  p  cZs* 

bei  der  Vertheilung  auf  einer  Linie.  Dabei  ist  resp.  mit  dT*,  da*, 
ds*  ein  Element  des  Raumes,  oder  der  Fläche  oder  der  Linie  be- 
zeichnet, über  welche  die  Masse  vertheilt  ist.  Jedenfalls  ist  die 
Componente  der  Anziehung,  welche  auf  den  Punkt  (x,  y,  z)  in  der 
Richtung  der  wachsenden  n  ausgeübt  wird: 
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(4)  N  =   i  —^  cos  (rn)  dm. 

Wir  wollen  nun  wieder  den  Punkt  (cc,  ?/,  z)  in  die  Oberriäche 
eines  beliebig,  aber  völlig,  begrenzten  Raumes  T  legen  und  das 
Integral  /• 

1  Ndo 

über  die  ganze  Oberfläche  von  T  erstrecken.    Es  ist 

N do  ^=  i  do  l   I  -„    cos,(r  )i)  dmi 

oder,  wenn  man  in  der  umgekehrten  Reihenfolge  integrirt: 

I  iVtZo  =  j  dmi    I  — -- cos(i'm)  c?ap 

Wir  haben  aber  im  vorigen  Paragraphen  bewiesen,  dass  das  In- 
tegral /.  ^ 

I  — 2^  cos(r?i)  fZo 

den  Werth  0  oder  4-  hat,  je  nachdem  der  Punkt  (a,  6,  c),  in 
welchem  das  Massenelement  d^n  concentrirt  gedacht  wird,  ausser- 
halb oder  innerhalb  des  Raumes  T  liegt.    Folglich  ist 


j  iV  c^a  ^  1  4  -  dm, 


und  man  hat  die  Integration  rechts  nur  über  die  Massenelemente 
zu  erstrecken,  welche  innerhalb  T  liegen.  Bezeichnet  man  mit  M 
die  gesammte  Masse,   welche  innerhalb  T  liegt,   so  ergibt  sich 


l  Ndo  =  4- 


(5)  \  Ndo  =  A-M. 

Dies  Resultat  bezieht  sich  auf  den  Fall,  dass  die  anziehende  Masse 
über  einen  Raum  oder  über  eine  Fläche  oder  über  eine  Linie 
vertheilt  ist,  und  dass  ein  endlicher  Theil  davon  in  das  Innere 
des  Raumes  T  fällt,  in  den  beiden  letzten  Fällen  aber  kein  end- 
licher Theil  in  die  Oberfläche  von   T. 

Ist  die  Masse  M  über  eine  Fläche  oder  eine  Linie  ausgebreitet, 
die  nicht  im  Innern  des  Raumes  T",  sondern  in  seiner  stetig  ge- 
krümmten Oberfläche  liegt,  so  erhält  man 


(6)  Ndo  =  2t:  AI 


I' 
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Ist  die  Masse  M  über  eine  Kante  der  Oberfläche  von  T  ver- 
theilt,  so  hat  man  sie  in  Linienelemente  zu  zerlegen.  Die  Masse 
dm  eines  solchen  Linienelementes  kann  man  sich  in  einem  Punkte 
(rt,  ö,  c)  desselben  concentrirt  denken.  Für  diesen  Punkt  hat  man 
das  Integral 


J   r'^ 


(7)  J  -^GO^{rn)do 

nach  Anleitung  des  vorigen  Paragraphen  zu  ermitteln.  Der  Werth 
des  Integrals  ist  mit  dm  zu  multipliciren  und  hierauf  eine  neue 
Integration  über  die  mit  Masse  erfüllte  Kante  auszuführen. 

Wenn  endlich  die  Masse  M  in  einem  Punkte  concentrirt  ist, 
der  entweder  an  einer  stetig  gekrümmten  Stelle  oder  in  einer 
Kante  oder  Spitze  der  Oberfläche  von  T  liegt,  so  hat  man  wieder 
den  Werth  des  Integrals  (7)  nach  dem  Satze  des  vorigen  Para- 
graphen zu  ermitteln  und  diesen  mit  M  zu  multipliciren. 

Beispielsweise  sei  der  Raum  T  ein  rechtwinkliges  Parallel- 
epipedon.  Befindet  sich  in  seinem  Innern  die  endliche  Masse  M^ 
dagegen  keine  Masse  in  der  Oberfläche,  so  ist 


/ 


iV  tZo  =  4  -  M. 


Ist  die  Masse  M  über  die  Oberfläche  ausgebreitet,  aber  im  Innern 
und  in  den  Kanten  und  Ecken  keine  endliche  Masse  vorhanden, 
so  hat  man  '     ^ 

i  Ndo  =  27zM. 

Ist  die  Masse  M  allein  über  die  Kanten  vertlieilt,  so  findet  sich 


/ 


Nd<i  =  7iM, 


Wenn  endlich  nur  in  den  Eckpunkten  sich  Masse  befindet,  deren 
gesammtes  Quantum  =  M  ist,  so  ist 

I  Ndo  =    ^2~^^' 
Es   ist   nicht   unwichtig,   hier   noch   eine   Bemerkung   zu   machen. 
Versteht  man  unter  V  die  Potentialfunction  der  anziehenden  Masse 
auf  den  Punkt  (a3,  ?/,  2),  so  hat  man 
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Für  jede  Lage  des  Punktes  (tc,  ?/,  2;),  in  welcher  die  Componente 
der  Anziehung  N  einerseits,  der  Differentialquotient  ^^ —  anderer- 
seits je  einen  bestimmten  Werth  haben,  ist 

(9)  N=.^. 

Trifft  dies  an  jeder  Stelle  der  Oberfläche  von  T  ein,  so  kann  mau 


f 


in  dem   Satze   dieses  Paragraphen   statt   |    N  da  auch  schreiben 

I  da.    Es  trifft  ein,  wenn  kein  endlicher  Theil  der  Masse  in 

J    ^n 

der   Oberfläche  von  T  gelegen   ist.     Wir   werden   aber   im  §.14 

sehen,   dass  es  nicht  mehr  eintrifft,  wenn  eine  endliche  Masse  in 

der  Oberfläche  von  T  vertheilt  ist.    Es  muss  aber  betont  werden, 

dass  der  Satz  dieses  Paragraphen  sich  auf  die  Componente  der 

Anziehung  bezieht.    Der  Satz  rührt  von  G'auss  her.*) 

§.  13. 
D,e  Gleichung:  -^  +  ^-^ +  --  =  -  4.p. 

Die  Masse  sei  in  einem  Räume  von  drei  Dimensionen  stetig 
vertheilt.  Im  Innern  dieses  Raumes  betrachten  wir  ein  gerades 
Parallelepipedon ,  von  welchem  ein  Eckpunkt,  dem  Anfangspunkte 

zunächst  gelegen,  die  Coordinaten 

Fis  7  o       o      j 

a?,  i/,  z  hat.  Die  von  diesem  Eck- 
punkte (Fjg.7)  ausgehenden  Kanten 
von  der  Länge  dx^  dy^  dz  sollen 
den  rechtwinkligen  Coordinaten- 
axen  parallel  laufen.  Auf  dieses 
Parallelepipedon  wenden  wir  den 
Satz  des  vorigen  Paragraphen  an. 

Rechtwinklig  zur  Axe  der  x  liegen 

'^  zwei  Seitenflächen,  jede  vom  Inhalt 
dy  dz,  die  eine  im  Abstände  cc,  die  andere  im  Abstände  x -{- dx 
von  der  yz  Ehane.    Für  die  erste  ist 

ox 


*)  Allgemeine  Lehrsätze  etc.    Art.  22. 


Verallgemeinerung  des  Satzes  von  Laplace.  45 

für  die  andere 


N 


^V 


=  ~(       ) 


Folglich  liefern  die  beiden  eben  betrachteten  Flächen  zu  dem  In- 
tegral 

(1)  l  Nrh        . 

den  Beitrag 


Ebenso  findet  sich 


327 

— — ;r-  dx  du  dz. 

— 2    dx  dy  dz ' 


als  der  Beitrag,  welchen  die  beiden  zur  ?/Axe  rechtwinkligen  Be- 
grenzungsflächen liefern^  und 

— -^  dx  dy  dz 

als  der  Beitrag,  welcher  von  den  beiden  zur  2;Axe  rechtwinkligen 
Begrenzungsflächen  herrührt.  Das  Integral  (1),  über  die  ganze 
Begrenzung  des  Parallelepipedon  erstreckt,  hat  also  den  Werth 

/?)27       ■\2Y       327. 

(2)  -  i'—l  4-  \~-  +  -  ---)  dx  dy  dz. 

^2  7^)272)27 
Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  — x-,  — ^  ,  --^    i'e  einen  bestimmten 

dX^        dy^         dZ'^ 

endlichen  Werth  haben,  dass  also  der  Punkt  (cc,  ?/,  z)  weder  in  der 
Oberfläche  des  anziehenden  Körpers  noch  in  einer  Unstetigkeits- 
stelle  der  Dichtigkeit  liege. 

Nach  dem  Satze  des  vorigen  Paragraphen  ist  das  Integral  (1) 
gleich 

(3)  4  -  p  c?a?  dy  dz, 

wenn  mit  p   die  Dichtigkeit  im  Punkte  (x,  ?/,  z)  bezeichnet  wird. 

Folglich  erhält  man  aus  (2)  und  (3) 

...  327        s2  7        327  . 

Dies  ist  die  Verallgemeinerung  des  Satzes  von  Laplace.  Wir 
haben  sie  an  einem  Beispiele  bereits  in  §.  5,  Gleichung  (8)  kennen 
gelernt.  Hier  ist  sie  für  jeden  Punkt  (a?,  y,  z)  bewiesen,  der  inner- 
halb eines  beliebig  gestalteten,   mit  Masse  erfüllten  Raumes  liegt, 
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nur  nicht  in  der  Oberfläche  und  nicht  in  einer  Unstetigkeitsstelle 
der  Dichtigkeit. 

§•   14. 
Die  anziehende  Masse  ist  über  eine  Fläche  ausgebreitet.  Die  Gleichung: 

Wir  betrachten  den  abstracten  Fall,  dass  die  Masse  über  eine 
P'läche  stetig  vertheilt  ist.  Ein  Punkt  der  Fläche  habe  die  Coor- 
dinaten  a,  b,  c.  Die  Dichtigkeit  an  dieser  Stelle  sei  p.  Wir 
verstehen  darunter  den  Quotienten,  der  sich  ergibt,  wenn  die  Masse 
des  an  (a,  6,  c)  anstossenden  Flächen-Elementes  do  durch  den  Inhalt 
dieses  Elementes  dividirt  wird.  Die  Dichtigkeit  soll  in  keinem 
Punkte  der  Fläche  unendlich  gross  sein  und,  wenn  nichts  anderes 
ausdrücklich  gesagt  ist,  sich  überall  stetig  ändern.    Dann  haben  wir 


(1)  V  = 


;p  da 


und  die  Integration  ist  über  die  ganze  anziehende  P'läche  zu  er- 
strecken. 

Liegt  der  angezogene  Punkt  (x,  ?/,  z)  ausserhalb  der  anzie- 
henden Fläche  in  endlichem,  wenn  auch  noch  so  kleinem  Abstände 
von  derselben,  so  haben  V  und  ihre  Derivirten  bestimmte,  endliche 
Werthe,  und  die  Untersuchung  bietet  nichts  neues  dar.  Wir 
wenden  uns  deshalb  zu  dem  Falle,  dass  der  Punkt  (a?,  ?/,  z)  in  der 
anziehenden  Fläche  selbst  liegt,  oder  dass  er  auf  der  Normale 
von  der  einen  oder  von  der  anderen  Seite  in  die  Fläche  hinein- 
rückt. 

Von  jedem  Punkte  der  Fläche  aus  verläuft  die  unbegrenzte 
Normale  nach  zwei  entgegengesetzten  Richtungen,  die  wir  als  po- 
sitiv und  negativ  unterscheiden.  Ist  für  irgend  einen  Punkt  der 
Fläche  festgesetzt,  nach  welcher  Seite  hin  die  Normale  positiv  ge- 
nannt werden  soll,  so  hat  man  damit  über  die  positiven  Normalen 
aller  anderen  Punkte  der  Fläche  entschieden.  Verschiebt  man 
nemlich  die  positive  Normale  eines  Punktes  so,  dass  ihr  P'usspunkt 
in  der  Fläche  sich  bewegt  und  sie  selbst  stets  normal  zur  Fläche 
bleibt,  so  fällt  sie  der  Reihe  nach  mit  den  positiven  Normalen 
aller  der  Punkte  zusammen,  welche  ihr  Fusspunkt  in  der  Fläche 
durchläuft.    Um  einen  Punkt  herum,  in  welchem  die  Fläche  stetig 
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gekrümmt  ist,  kann  man  auf  derselben  immer  in  endlichem  Ab- 
stände eine  Begrenzung  so  zeichnen,  dass  die  positiven  Normalen 
aller  Punkte  des  umgrenzten  Gebietes  spitze  Winkel  mit  einander 
bilden. 

Auf  der  unbegrenzten  Normale  einer  Fläche  wollen  wir  von 
dem  Fusspunkte  aus  eine  veränderliche  Strecke  mit  p  bezeichnen. 
Die  Grösse  p  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Strecke  von 
dem  Fusspunkte  aus  auf  der  positiven  oder  auf  der  negativen  Nor- 
male abgetragen  ist.  Auf  jeder  Normale  gibt  es  hiernach  nur 
eine  Richtung  der  wachsenden  p,  und  in  dieser  Richtung  ist  der 
positive  Zuwachs  dp  zu  rechnen. 

Wir  legen  nun  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den 
Punkt  der  Fläche,  in  welchen  der  angezogene  Punkt  hineinrücken 
soll.  Die  Axe  der  positiven  x  werde  in  die  positive  Normale  ge- 
legt, die  Axen  der  y  und  der  z  in  die  Tangentialebene.  F^s  sei  a. 
der  Winkel,  welchen  die  auf  do  errichtete  positive  Normale  mit 
der  Axe  der  positiven  x  einschliesst.  Um  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten   herum   grenzen   wir  ein  endliches  Gebiet  der  Fläche 

so  ab,   dass  innerhalb  desselben  — - —  endlich  und  stetig  variabel 

cosa  ^ 

ist.  Der  Theil  der  Potentialfunction  F,  welcher  von  diesem 
Gebiete  herrührt,  werde  mit  V^ ,  der  übrige  Theil  mit  Vc^  be- 
zeichnet. Für  die  anziehende  Masse,  von  welcher  V^  herrührt,  ist 
der  Punkt  (cc,  z/,  z)  ein  äusserer  und  daher  ist  die  Function  V^ 
mit  allen  ihren  Derivirten  endlich  und  stetig  variabel.  Es  kömmt 
also  nur  noch  auf  F^  an. 

In  der  y^ Ebene  führen  wir  Polar-Coordinaten  ein,  so  dass 

h  z=  s  cos  ^j;, 

c  =  s  sin  '];. 
Für  einen  Punkt  (a,  6,  c)  innerhalb  des  Gebietes,  welches  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  in  sich  enthält,    kann   man   ein  an- 
grenzendes Flächenelement  ausdrücken  durch 

s  ds  d^ 

cos  a 
Alsdann  findet  sich 


■//-. 


P       s 


(2)  ^1   =  —^---dsd^h. 

'      '    cos  0!    r  ' 

Das  Gebiet,  von  welchem  V^  herrührt,  habe  in  der  3/z  Ebene  eine 
Kreisfläche  vom  Radius  S  zur  Projection.    Dann  ist  in  (2)  die  In- 
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tegration  von  0  bis  S  in  Beziehung  auf  s  und  von  0  bis  2  -  in 
Beziehung  auf  <{;  auszudehnen.  Nun  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass 
Fj    einen  bestimmten,   endlichen  Werth  hat.     Denn  zunächst  ist 

die  Function  — innerhalb    der  Integrationsgrenzen    überall 

cosa   r 

endlich.  Für  s  =  0  wird  freilich  auch  r  =  0,  wenn  man  den  an- 
gezogenen Punkt  auf  der  Normale  des  Anfangspunktes  der  Coor- 

dinaten  in   diesen   selbst  hineinrücken  lässt.     Aber  der  Bruch  — 

r 
kann  in  die  Form  gebracht  werden 

SS  1 


Für  s  =  0  ist  auch  a  =  0.    Lassen  wir  nun  auch  x  in  Null  über- 

gehen,   so   nimmt  der  positive  Bruch  l j     die  Form  —  an. 

Welchen  Werth  er  aber  auch  haben  möge,  so  sieht  man  doch,  dass 

—  nicht  unendlich   werden   kann.     Die   Function   unter   dem    In- 

tegralzeichen  in  (2)  ist  also  innerhalb  des  Integrationsgebietes 
überall  endlich,  und  deshalb  hat  auch  das  Integral  Fj  einen 
durchaus  bestimmten  endlichen  Werth. 

Behält  man  auf  der  Fläche  dasselbe  abgegrenzte  Gebiet,  von 
welchem  die  Potentialfunction  Fj  herrührt,  bei,  lässt  aber  den  an- 
gezogenen Punkt  von  aussen  her  an  eine  andere  Stelle  dieses  Ge- 
biets rücken,  so  nimmt  auch  Fj  einen  anderen,  jedenfalls  aber 
einen  bestimmten,  endlichen  Werth  an.  Es  lässt  sich  demnach 
eine  Grösse  o  angeben,  die  nicht  unendlich  gross  ist  und  so  be- 
schaffen, dass 

V,  <  8, 

an  welcher  Stelle  des  abgegrenzten  Gebietes  der  angezogene  Punkt 
liegen  möge.  Wird  dieser  Punkt  unendlich  wenig  in  der  Fläche 
verschoben,  so  gilt  für  die  dadurch  entstehende  Ae]iderung  dV^ 
um  so  mehr  die  Ungleichung 

dV,   <  0, 
Die  Grösse  o  lässt  sich  aber  kleiner  und  kleiner  machen  und  dem 
Grenzwerthe  Null  unaufliörlich  annähern.  Dazu  hat  man  nur  nötliig, 
den  Radius  S  unaufhörlich  abnehmen  zu  lassen.    Folglich  ist 

limdV^  --  0. 
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Von  F2  ist  sclion  oben  nachgewiesen,  tlass  es  endlicli  und  stetig 
variabel  ist.    Folglich  ist  aucli 

lim  c^F=  lim  c^F,  -^YmxdV^  =  0, 

d.  h.  die  Function  F  ist  endlich,  wenn  auch  der  Punkt  (a?,  ?/,  z)  in 
die  anziehende  Fläche  hineinfällt,  und  der  Werth  von  F  ändert 
sich  stetig,  wenn  der  Punkt  in  der  Fläche  stetig  verschoben  wird. 
Bezeichnen  wir  mit  ds  eine  unendlich  kleine  Verschiebung  in  der 

Fläche,  so  liat  der  Differentialquotient  -r —  einen  bestimmten,  end- 
lichen Werth,  Fr  ist  nur  unendlich  wenig  von  den  Werthen  ver- 
schieden, welche  derselbe  Differentialquotient  annimmt,  wenn  der 
Punkt  (x,  ?/,  z)  auf  der  einen  oder  auf  der  anderen  Seite  unendlich 
nahe  an  der  Fläche  liegt.  Der  Differentialquotient  ist  identisch 
mit  der  Componente  der  Anziehung  in  der  Richtung  von  ds,  so 
lange  der  Punkt  {x,y,z)  nicht  in  der  Fläche  liegt.  Fällt  aber 
der  Punkt  in  die  Fläche,  so  ist  zwischen  dem  Differentialquotienten 

— —  und  der  Componente  der  Anziehung  zu  unterscheiden.    Jener 

behält,  wie  eben  bewiesen,  einen  bestimmten  angebbaren  Werth. 
Diese  wird  völlig  unbestimmt,  weil  das  Integral,  durch  welches 
sie  ausgedrückt  wird,  jede  Bedeutung  verliert,  sobald  der  angezo- 
gene Punkt  in  die  anziehende  Fläche  fällt. 

Fasst  man  aber  eine  Verschiebung  auf  der  Normale  ins  Auge, 
so  findet  sich,  dass  die  Componente  der  Anziehung  P  in  der  Richtung 

SF 
dieser  Verschiebung  und  die  Derivirte  -^r —  in  derselben  Richtung 

identisch  sind,  falls  der  Punkt  (a^,  ?/,  z)  auf  der  positiven  oder  der 
negativen  Normale  der  Fläche  unendlich  nahe  genommen  wird. 
Legt  man  ihn  aber  in  die  Fläche  selbst,   so  hat  die  Componente 

der  Anziehung  einen  bestimmten  Werth,  die  Derivirte  ist  da- 
gegen völlig  unbestimmt.                                                       ^ 

Um  dies  zu  beweisen,  errichten  wir  auf  der  Stelle,  in  welche" 
der  Punkt  (a?,  ?/,  z)  hineinrücken  soll,  die  Normale  und  tragen  auf 
ihr  die  unendlich  kleinen  Strecken  p  =  -[-  £  und  p  =  —  s  ab. 
Die  Componente  der  Anziehung  in  der  Richtung  der  positiven 
Normale  werde  resp.  mit  P^,  P,  ^,  P_^  bezeichnet,  je  nachdem  der 
angezogene  Punkt  auf  der  Normale  in  ihrem  Fusspunkte  liegt  oder 
um  die  Strecke  -j-  s  oder  —  e  von  dem  Fusspunkte  entfernt.  Fin 
Flächenelement,  in  dessen  Begrenzung  der  Fusspunkt  der  Normale 

Schwere,  Klektricitiit  ii.  Magiioti.snuis.  4 
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liegt,  werde  mit  do  bezeichnet.    Wir  nehmen  die  Begrenzung  von 
da   zur   Directrix   einer  Cylinderfläche,   deren  Erzeugende   zu  der 
Normale  parallel  läuft,  und  legen  zwei  Schnitt- 
^^^'    ■  ebenen  rechtwinklig  zur  Normale  (Fig.  8)  im 

Abstände  -f"  £  und  resp.  —  s  von  dem  Fuss- 
punkte.  Dadurch  werden  zwei  unendlich  kleine  - 
cylindrische  Räume  abgegrenzt,  deren  gemein- 
schaftliche Basisfläche  do  ist,  und  die  nach 
der  Seite  der  positiven  und  resp.  der  nega- 
tiven Normale  zu  liegen.  Auf  jeden  dieser 
beiden  Räume  wenden  wir  den  Satz  von 
Gauss  (§.  12)  an.  Der  Beitrag,  welchen  die  cylindrischen  Mantel- 
flächen zu  dem  Integral  liefern,  kann  vernachlässigt  werden,  weil 
wir  die  Höhe  e  so  klein  nehmen,  dass  das  Verhältnis  der  Mantel- 
flächen zu  da  unendlich  klein  wird.  Betrachten  wir  zuerst  den 
Cylinder,  welcher  nach  der  Seite  der  positiven  Normale  liegt,  so 
liefert  die  Basisfläche  c?a  zu  dem  Integral  den  Beitrag 

P,  do, 

denn  die  auf  da  nach  dem  Innern  des  Cylinders  gezogene  Nor- 
male fällt  mit  der  positiven  Normale  der  anziehenden  Fläche  zu- 
sammen.    Die  Gegenfläche  liefert  den  Beitrag 

-  P+,  da, 
denn  ihre  nach  dem  Innern  des  Cylinders  gezogene  Normale  fällt 
in  die  Richtung  der  negativen  Normale  der  anziehenden  Fläche. 
Im  Innern  des  Cylinders  ist  keine  anziehende  Masse  vorhanden, 
sondern  nur  in  seiner  einen  Begrenzungsfläche  da.  Das  Quantum 
dieser  Masse  ist  ^^da,  wenn  mit  po  die  Dichtigkeit  im  Fusspunkte 
der  Normale  bezeichnet  wird.    Der  Satz  von  Gauss  lautet  hier  also 

P„  da  —  Pj^^  da  ==  2 tt  p^  (^a, 
und  daraus  findet  sich 
■(3)  P^^  =  A  -27rpo. 

In  derselben  Weise  wenden  wir  den  Satz  von  Gauss  auf  den 
zweiten  Cylinder  an,  der  nach  der  Seite  der  negativen  Normale 
liegt.    Hier  ergibt  sich 

—  P^  da  -\-  P_^da  =  2  tt  p^  da, 
d.  h. 
(4)-  i'-.  =  n4-2::po. 
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Die  Componente  der  Anziehung  in  der  Richtung  der  positiven 
Normale  nimmt  also  sprungweise  um  2t:  p,,  ah,  wenn  der  ange- 
zogene Punkt  von  der  Seite  der  negativen  Normale  in  die  Fläche 
eintritt,  und  aufs  neue  um  2  7t  p^,  wenn  er  aus  der  Fläche  nach 
der  Seite  der  positiven  Normale  austritt. 

Was  nun  den  Differentialquotienten  betrifft,  so  hat  man 

Denn  so  lange  der  Punkt  (a;,  ?/,  z)  ausserhalb  der  Fläche  liegt, 
haben  die  ersten  Differential quotienten  von  V  einerseits  und  die 
Componenten  der  Anziehung  andererseits  bestimmte,  endliche  Werthe, 
und  wo  dies  der  Fall  ist,  gelten  die  Gleichungen  (5).  Fällt  aber 
der  Punkt  (x^y^z)  in  die  Fläche  hinein,   so  hat  der  Differential- 

quotient  -^ —  keinen  bestimmten  Werth  mehr.     Er  ist  gleich  P,  ^ 

oder  gleich  P_^-,  je  nachdem  man  den  Punkt  auf  der  positiven 
oder  auf  der  negativen  Normale  in  deren  Fusspunkt  hineinrücken 
lässt,  d.  h.  eben:  sein  Werth  ist  unbestimmt. 

Aus  den  Gleichungen  (3),  (4),  (5)  folgt  noch 

Der  Differentialquotient   . —  nimmt  also  sprungweise  um  4  -  p  (,  ab, 

wenn  der  Punkt  (a?,  ?/,  z)  von  der  Seite  der  negativen  Normale 
nach  der  Seite  der  positiven  Normale  durch  die  Fläche  hindurchgeht. 

§.  15. 
Fortsetzung:  Die  Componente  der  Anziehung  normal  zur  Fläche. 

Wir  haben  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  an  die  Stelle 
der  anziehenden  Fläche  gelegt,  in  welche  der  angezogene  Punkt 
hineinrücken  soll,  die  Axe  der  positiven  x  in  die  positive  Normale, 
die  2/2  Ebene  in  die  Tangentialebene.  Die  Componente  der  An- 
ziehung in  der  Richtung  der  positiven  Normale,  die  wir  im  vo- 
rigen Paragraphen  mit  P  bezeichnet  haben,  ist  für  dieses  Coor- 
dinatensystem  dasselbe  wie  X  und  wird  ausgedrückt  durch  das 
Integral 

4* 
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welches  über  die  ganze  anziehende  Fläche  zu  erstrecken  ist.  Grenzt 
man  nun  auf  der  Fläche  ein  Gebiet  ab,  welches  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  in  sich  enthält,  und  dessen  Begrenzungslinie  von 
diesem  Punkte  überall  endlichen  Abstand  hat,  so  kann  man  das 
Integral  in  zwei  Bestandtheile  zerlegen.  Für  den  ersten  Bestand- 
theil  wird  die  Integration  über  das  abgegrenzte  Gebiet  erstreckt, 
für  den  zweiten  Bestandtheil  über  die  ganze  Fläche  ausserhalb 
des  abgegrenzten  Gebietes.  Der  angezogene  Punkt  soll  auf  der 
Axe  der  x  liegen,  jedenfalls  in  endlicher  Entfernung  von  allen 
Punkten  des  äusseren  Gebietes.  Danach  sieht  man,  dass  der  zweite 
Bestandtheil  des  Integrals  eine  endliche  Function  ist,  die  sich 
überall  stetig  ändert,  selbst  dann  noch,  wenn  der  angezogene 
Punkt  beim  stetigen  Durchlaufen  der  «Axe  von  der  negativen 
Seite  durch  den  Nullpunkt  auf  die  positive  Seite  übergeht.  Diese 
stetige  Function  soll  mit/,  c.  bezeichnet  werden  (functio  continua). 
Das  abgegrenzte  Gebiet,  über  welches  bei  dem  ersten  Bestandtheil 
von  X  die  Integration  zu  erstrecken  ist,  werde  so  gewählt,  dass 
seine  Projection  in  der  3/ s  Ebene  einen  Kreis  vom  Radius  *S  ein- 
fach   bedeckt,    und    dass    innerhalb    der  Integrationsgrenzen  der 

Quotient  — - —  überall  endlich  und  stetig  variabel  ist.     Führen 

cos  a 
wir   dann  für  das   abgegrenzte  Gebiet  dieselben  Coordinaten  ein, 
wie  in  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen,  so  ergibt  sich 

(2)  x=Jd^f^^^säs+f.c. 

0  0 

Dabei  ist  s^  =  i^  _j_  ^2  ^^d  r^   =  (a  —  x)"^  -f-  s^.     Wir  wollen 

zur  Abkürzung  — ^- —  =  k  setzen.     Zunächst  ist  das  Integral 
^    cosa 

s 


(3)                                    jk^^sd. 

0 

ZU  untersuchen.     Wir  haben 

3r           .             .    'ha     , 
'^  Is    =^^        ^^   3s   +'' 

folglich 

s             1     3r         a  —  X   Tia                    \  r  / 
r^            r^    äs             r^        'i>s                     3s 

a  —  X    3a 
r3        3s 
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Multiplicirt  man  hier  auf  beiden  Seiten  mit  (a  —  x)k  ds  und  in- 
tegrirt,  so  findet  sich 

j  — ^?^^^^^  =  -j  {a-x)k^-^ds     -j  i^^-=^k^ds. 

Den  ersten  Bestandtheil  der  rechten  Seite  transformiren  wir  durch 
Integration  nach  Theilen: 


■/ 


.               -,      \  r  /    ,                  (a  —  x)  k 
(a  —  X)  k  — ds  ^^ ^ ~ — 


-f-      —  jfa  —  X)  -^ \-  k  ^;—    ds. 

Demnach  ist 


-/- 

/a  —  X  j       j                (a     -  x)  k    ,     /    a  —  x   lik    , 
- — ^ —  k  s  ds  —  —  -^^ '- h- -—  ds 
r^                                        r               J         r         3s 


J  3s  7-3 


d,  h.  kürzer 

Dk 


/a  — ■  X  j       ,                 (a  —  x)  k     ,     (    a  —  x    c 
— ■-- —  k  s  ds  = > ^ \- 
r3                                          r            ^J         r         2 


^     ds 

ds 


-{-jk^^ds. 


r^     ?s 

Handelt  es  sich  um  die  bestimmte  Integration  zwischen  den  Grenzen 

0  und  S,   so   hat  man  den  Werth  von ^^ —  an   diesen 

r 

Grenzen  zu  ermitteln.     Für  s  =  0  ist  cos  a  =  1,  folglich  k  =  p^. 
Ferner  ist  für  s  =  0  auch  a  =  0  und  deshalb : 


a  —  xl                      —  X 

_  (+  1    für  a.->0, 

L       r    l         Vi-xy 

( —  1    für  33  <  0, 

Nehmen  wir  «  =  0,  so  ist 

a  —  X                   a 

s 

r                ]/  a2  -f  s2 

V.+-^ 

Es  fragt  sich  also ,   was  aus  —  wird  für  s  =  0.     Wir  legen  eine 
,  Ebene,   welche  die  Axe  der  x  in   sich  enthält  und  mit  der  Axe 
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der  positiven  y  den  Winkel  <^  einschliesst.    Diese  Ebene  schneidet 
die  2/ 2 Ebene   in   der   geraden  Linie,   auf  welcher  s  gezählt  wird. 

Da  nun  die  ?/ 2  Ebene  die  anziehende  Fläche 
^iß-  ^-  berührt,  so  ist  (Fig.  9)  die  Axe  der  6-  im 

Anfangspunkte  der  Coordinaten  Tangente 
an  der  Curve,  in  welcher  die  Fläche  von 
der  Hülfsebene  geschnitten  wird,  und  es 
findet  sich 

,.       «  ~ba 

s  lim  —  =  --—  ^=  ü     lur  s  =-0. 

S  CS 


Folglich  lautet  das  Ergebnis 


pQ     für     a;  >>  0, 
0      für     X  -=  0. 


(  -  p„     für     33  <  0. 

An  der  oberen  Grenze  S  sei  k=^  K,  r  =  R,  a=  A.  Die  Grössen 
K,  R  und  A  sind  endliche  und  stetige  Functionen  von  ^.  Man 
findet  also 


.h 


(4)     I  — -„ —  k  s  ds 


s  s 


0  0 


und  die  Constante  C  hat  den  Werth  —  p,,  oder  -f-  Po  o^lcr  0,  je 

nachdem  x    positiv    oder    negativ    oder  Null    ist.     Die  Function 

j^ j. 

— j3  -    K  hat  immer   einen   endlichen  Werth,   der  sich  nur  un- 

endlich  wenig  ändert,  wenn  x  von  unendlich  kleinen  negativen  durch 
Null  zu  unendlich  kleinen  positiven  Werthen  übergeht. 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  beiden  Integrale  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  (4)  zu  untersuchen.  Wir  zerlegen  das  Inter- 
vall von  0  bis  S  in  zwei,  nemlich  von  0  bis  zu  einer  beliebig 
kleinen  Grösse  v  und  von  v  bis  S.    Die  Grösse  v  soll  so  klein  ge- 

"hk 
wählt  werden,  dass  -— -  zwischen  s  =  0  und  6-  =  v  sein  Vorzeichen 

öS 

nicht  ändert.     Da ein  echter  Bruch  ist,   auch  für  as  =  0, 

so  ist  der  absolute  Werth  des  Integrals 
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7)k     , 
—-  äs 

öS 
0 

jedenfalls  kleiner  als  der  absolute  Wertli  von 


V 


V 

f 

0 


7)k    , 
--rfs, 

öS 


d.  h.  kleiner  als  der  absolute  Wertli  der  Differenz  k^  —  k^.  Nun 
ist  aber  k  stetig  variabel,  folglich  kann  diese  Differenz  durch  un- 
endliches Abnehmen  von  v  kleiner  gemacht  werden  als  irgend  eine 
angebbare  Zahl.    Um  so  mehr  wird 

(5) 

beim  unendlichen  Abnehmen  von  v  unter  jeden  angebbaren  Werth 
herabsinken. 

Das  Integral 

s 

fa  —  X   ^k    -, 
_ 

hat  einen  endlichen  Werth,  der  mit  x  sich  stetig  ändert,  auch  für 
X'  =  0  und  für  unendlich  kleine  positive  oder  negative  x.  Denn 
eine  Aenderung  von  x  bewirkt  unter  dem  Integralzeichen  nur  eine 

Aenderung  des  Factors  -^-  ~^-^.    So  lange  s  einen  endlichen  Werth 

hat,  nimmt  dieser  Factor  Werthe  an,  die  sich  nur  unendlich  wenig 

unterscheiden,    man    möge   x  =  0    oder   unendlich   klein   =  ±  s. 

nehmen.    Bei  unendlich  abnehmendem  s  hat  man  aber 

a         X 

, .      a  —  X  , .  s  s' 

hm =  lim 


fi+i^y 


d.  h,  da  lim       ^=^0  ist: 


X 


..      a  —  X         T  s 

lim =  lim 

r 


l/i  +  ^ 
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Man  kann  aber  bei  einem  gegebenen  unendlich  kleinen  s  das  un- 
endlich   kleine  v    so   wählen,   dass  lim       =0  ist.     Innerhalb  der 

V 

Integrationsgrenzen  v  und  S  ist  demnach  für  ein  unendlich  kleines  s 

, .      a  —  X 

lim =  0, 

r 

gleichgültig,  ob  cc  —  0  oder  =  +  s  ist.  Damit  ist  die  eben  be- 
hauptete Eigenschaft  des  Integrals  (6)  bewiesen  auch  für  ein  un- 
endlich abnehmendes  v.    Wir  gehen  über  zu  dem  Integral 

V 

0 

Da  -—  =  0  ist  für  s  ---  0,  so  kann  man  im  allgemeinen  setzen 

2ia  } 

wobei  X  eine  positive  Constante  und  \i  eine  Function  von  s  und  '^ 
bedeutet,  die  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  überall  von  Null 
verschieden,  endlich  und  stetig  variabel  ist.    Daher  findet  sich 

j  ^ 73"  17  ^«  =  j  M-  ^ 7F ^'~'^*- 

0  0 

—  ist  ein   echter  Bruch,   der  sich  für  x  =  0  und  lims  =  0  dem 

Grenzwerthe  -j-  1  annähert.     Also  ist  a  k  — „-  innerhalb  der  Inte- 

grationsgrenzen  endlich.    Der  grösste  Werth  dieser  Function  sei  M. 
Dann  haben  wir 

0 

und  man  sieht,  dass  durch  unaufhörliches  Abnehmen  von  v  der 
Werth  des  Integrals  (7)  unter  jede  angebbare  Zahl  herabsinkt. 
Der  Werth  dieses  Integrals  ist  demnach  für  ein  unendlich  kleines  v 
davon  unabhängig,  ob  a;  =  0  oder  gleich  =  +  £  genommen  wird. 
Das  Integral 

(8)  fk  4  ^-  ds 

V 

hat  für  ein  endliches  v  einen  bestimmten,   endlichen  Werth,   der 
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sich  nur  unendlich  wenig  ändert,  wenn  x  von  unendlich  kleinen 
negativen  Werthen  durch  Null  zu  unendlich  kleinen  positiven 
Werthen  übergeht.  Lässt  man  aber  die  untere  Grenze  v  unend- 
lich klein  werden,  so  kommen  zu  dem  Integral  nur  solche  Beiträge 
hinzu,  deren  Inbegriff  selbst  unendlich  klein  ist,  und  die  deshalb 
auch  bei  einer  Aenderung  von  x  einen  wesentlichen  Einfluss  nicht 
ausüben. 

Nach  diesen  Erörterungen  kann  man  nun  in  Gleichung  (4) 
auf  beiden  Seiten  mit  d<^  multipliciren  und  hierauf  in  Beziehung 
auf  '|i  von  0  bis  2  u  integriren.  Die  rechte  Seite  gibt  dann  den 
Werth  von  X.  Auf  diese  Weise  bestätigt  sich  der  Satz  des  vorigen 
Paragraphen  über  die  sprungweise  eintretende  Aenderung  der  zur 
Fläche  normalen  Componente  der  Anziehung. 

Es  muss  noch  erwähnt  werden,  dass  in  einem  Ausnahmefalle 
das  Integral 


s 


I 


k    -    .—  ds 

V^        OS 


keinen  endlichen  Werth  behält,  nemlich  wenn  für  s  =  0  der  Diffe- 
rentialquotient -- —  =  0  wird  wie Setzt  man 

's  (t) 

Sa  a 


s 


so  ist 


S  8 


Daraus  folgt,  dass  das  unbestimmte  Integral  eine  Function  von  s 
ist,  die  für  s  =  0  unendlich  gross  wird  wie  lglg( — )•  Das  be- 
stimmte Integral  hat  also  keinen  angebbaren  Werth.  Dieser  Aus- 
nahmefall darf  aber  ohne  Nachtheil  von  der  Untersuchung  ganz 
ausgeschlossen  werden.  *) 


*)  Gauss.    Allgemeiue  Lehrsätze  etc.    Art.  15.  16. 
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§.  16. 
Die  anziehende  Masse  ist  Über  eine  unendliche  gerade  Linie  vertheilt. 

Wir  gehen  zu  dem  abstracteu  Falle  über,  dass  die  Masse  in 
einer  Linie  vertheilt  ist.  Unter  der  Dichtigkeit  p  im  Punkte  (a,  6,  c) 
dieser  Linie  verstehen  wir  den  Quotienten,  den  man  erhält,  wenn 
die  Masse  des  an  den  Punkt  anstossenden  Linienelementes  ds 
durch  die  Länge  dieses  Elementes  dividirt  wird.  Die  Dichtigkeit 
soll  in  jedem  Punkte  der  Linie  endlich  sein  und,  wenn  nichts 
anderes  ausdrücklich  gesagt  ist,  an  keiner  Stelle  sich  sprungweise 
ändern. 

Zunächst  nehmen  wir  den  einfachsten  Fall,  dass  die  Masse 
mit  constanter  Dichtigkeit  in  einer  unbegrenzten  geraden 
Linie  vertheilt  ist.  Wir  legen  in  sie  die  Axe  der  x.  Das  an  den 
Punkt  (a,  0, 0)  anstossende  Massenelement  ist  p  da.  Die  Entfernung 
von  dem  angezogenen  Punkte  (x,  y,  z)  ist  r  =  ]/(«  —  xY  -\- y'^  -\- z'^ . 

Statt   mit   —   darf  man  auch  mit \-  (d  (a)  multipliciren  und 

hat  demnach 

+  C0 


(1) 


F  =  p  j  c?a  (   ~  -[-  (p  (a)j. 


Denn   die   Derivirten   dieser  Function  nach  x  oder  nach  y   oder 

nach  z   sind   dieselben,   als  wenn  unter  dem  Litegral  einfach  

stände.    Die  Function  cp  (a)  wird  eingeführt,  weil  das  Integral 

da 


/■ 


keine  Bedeutung  mehr  hat,  wenn  die  Grenzen  —  cx)  und  -|-  oo 
genommen  werden.  Man  hat  deshalb  cp  («)  so  einzurichten,  dass 
das  Integral  (1)  einen  bestimmten,  angebbaren  Werth  erhalte. 
Wir  setzen 

cp  (a)  =  — 

cp  (a)  =  0 

(p  (a)  -^  -f 

und  verstehen  unter  k  eine  beliebige  endliche,  positive  Grösse. 
Die  unbestimmte  Integration 


X 
d 

für  a^  k 

für  ky>  a'^ 

1 

für  a  <  —  k 
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da 


fi 


lässt  sich  uustülireii.     Man  erhält 


und  daher  ergibt  sich 


Auf  demselben  Wege  berechnet  man 

C(  ^  -  -~\  da 

J  \y  (a  —  cc)2  -f  2/2  _|_  ^2  a  ; 

folglich 

(3)  f(     ^  -  -  -Wa 


-  ^S  2    -  lg  |1  -  ^  +  ^(1  -  yj    +      j^,      \ 

Endlich    gelangt   man    durch   einfache   Umformungen   zu   der 

Gleichung 

—  fc 

^  J  '^  ]/(a  —  ic)2  +  2/2  -f-"22    "^  '«  / 

1 


=     r(^^^-=J=^-l-)da 

J  \  Y{fi  -f  cc)2  +  2/^  +  ^^  "^^ 


Aus  (2),   (3),   (4)   setzt  sich  das  Integral  auf  der  rechten  Seite 
von  (1)  durch  Addition  zusammen.     Das  Resultat  lautet: 

Cda  (1  +  cp  (a))  =  2  lg  2  A-  -  lg  (2/2  4-  ^2). 
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Die  willkürliche  Zahl  k  darf  man  nun  =  -^  setzen. 


Dann  wird 


(5)  F=^  -plg(^2_|_^2) 

oder,   wenn   man   den  Abstand  des  Punktes  (a;,  ?/,  z)  von  der  an- 
ziehenden Linie  mit  t  bezeichnet: 

1 


(6) 


F  =-  2  p  lg 


Die  Potentialfunction  ist  hier  also  von  x  unabhängig  und  daher 
die  Componente  der  Anziehung  in  der  Richtung  parallel  zur  an- 
ziehenden Linie  gleich  Null.  Dies  war  bei  dem  unbegrenzten  Ver- 
lauf der  Linie  und  der  constanten  Dichtigkeit  ihrer  Masse  voraus- 
zusehen. Man  hätte  auch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  auf 
der  Axe  der  x  so  verschieben  können,  dass  der  angezogene  Punkt 
in  die  neue  t/z  Ebene  fällt.  Dadurch  wird  cc  =  0  und  r  geht  über 
in  ]/a2  -j-  ^2  ^  Die  Integration  in  (1)  bleibt  aber  von  —  oo  bis 
-[-  oo  zu  erstrecken. 

Von  der  Richtigkeit  der  Gleichung  (6)  kann  man  sich  auch 
auf  folgendem  Wege  überzeugen.  Man  nehme  ausser  dem  Punkte 
(0,  ?/,  ;s)  noch  einen  Punkt  (0,  ?/^,  sj  und  bezeichne  die  Potential- 
function der  anziehenden  Linie  auf  den  ersten  Punkt  mit  F,  auf 
den  anderen  mit  Fj.  Setzt  man  y'^ -\- z"^  =^  f^  und  y] -\- z\  =t\^ 
so  hat  man 


(7) 


F 


CO 


_|-  ^2        y  «2  _|_  ^2 


da. 


Die  Integration   erstrecken  wir  zunächst  von   —  k  bis   -|-  k  und 
suchen  den  Grenzwerth  für  lim  k  =  oo.     Nun  ist  aber 

C        da  ,       k-X-  yWJ^  „  ,     k-\-  Vk^  4-  «2 


|/a2  -I-  «2 


—  k-\-  1/ä;2  _|-  ^2 


folglich 


F—  F,   =  2p  lim  lg 


f. 


1-f  M  + 


Ä;2 


V 


1+  K  1  +  ^ 

für  lim  k  =  oo,  d.  h. 

(B)  V-V,  =2p(lg^L_ig_l.), 
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Da  aber  V  nur  von  t  und  Fj  nur  von  t^  abhängig  ist,  so  zer- 
fällt die  Gleichung  (8)  in  die  beiden  folgenden: 

F  =  2  p  lg-~  -f-  fonst.,      F,  =  2  p  lg \-  const. 

Die  Constante  hat  in  beiden  Gleichungen  denselben  Werth.  Es  kömmt 
aber  auf  sie  gar  nichts  an.  Man  darf  sie  also  auch  =  0  setzen 
und  erlangt  so  wieder  die  Gleichung  (6). 

Uebrigens  ist  es  auch  leicht,  die  Potentialfun ction  für  den 
Fall  herzustellen,  dass  die  Masse  mit  constanter  Dichtigkeit  über 
einen  endlichen  Theil  der  icAxe  (von  a  =  k  bis  a  =  ä;^)  vertheilt 
ist.    Man  erhält 

k 


—  CC)2   4-  t' 


Die  Integration  lässt  sich  ausführen.  Wir  bringen  das  Resultat 
in  drei  verschiedene  Formen,  je  nachdem  x"^  k^  oder  /<;  >■  a?  oder 
k^  >>  a?  >•  Ä;  ist,  nemlich 

(10)  F  =  p  lg 
für  a;  >  ^j-,  dagegen 

(11)  F  -  p  lg 


X  —  k-\-  (/  (aj  - 

-  ky  +  «2 

X  —  k^^  YJgß- 

-k.YJr-t'' 

k^  —  X  -\-  ']/  {k^  ■ 

—  xY  +  ^2 

k  —  x^  Y'{k  —  xY  +«2 
für  Ä;  >>  ic;  und  endlich 

(12)  F  =  2  p  lg  i- 

4-  p  lg  j/cj  -  cc  +  Y{k,  -  xY  -I-  ^2  i 

-f  p  lg  !cc  —  Ä;  -I-  ]/(^— /i;;2_f  ^2j 
für  k^  ]>  £c  ;>  Ä;. 

Lässt  man  in  (12)  ^  =  0  werden,  d,  h.  den  angezogenen  Punkt 
in  die  anziehende  Linie  fallen,  so  wird  F  unendlich  wie  2  p  lg—-, 
also  gerade  so  wie  bei  der  unbegrenzten  anziehenden  Linie. 


62  .  Erster  Abschnitt.    §.  17. 


§.   17. 
Die  anziehende  Masse  ist  über  eine  beliebige  Linie  vertheilt.  Die  Gleichung : 

3F- 


(-^a— ^^ 


Die  anziehende  Masse  sei  über  eine  krumme  Linie  vertheilt. 
Wir  bezeichnen  mit  s  die  Länge  des  Bogens  von  dem  Anfangs- 
punkte der  Curve  bis  zum  Punkte  (a,  6,  r).  Im  Endpunkte  sei 
s  =  s^.  Die  Dichtigkeit  p  wird  als  eine  stetige  Function  von  s 
vorausgesetzt.  Wir  legen  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in 
einen  Punkt  der  Curve,  in  welchem  die  Krümmungsradien  nicht 
unendlich  klein  sind.  Die  Tangente  der  Curve  in  diesem  Punkte 
wählen  wir  zur  Axe  der  x.  Der  angezogene  Punkt  soll  in  der 
2/ 2;  Ebene  liegen.  Es  handelt  sich  hauptsächlich  um  die  Frage,  was 
aus  der  Potentialfunction  wird,  wenn  der  angezogene  Punkt  un- 
endlich nahe  an  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  heranrückt. 
Wir  haben 
(1)  9-2   =.  «2  _^  (p  ^   yy  _{_  (c  —  2)2, 

0 
Zur  Abkürzung  werde  y"^  -[- z'^  =  t'^  gesetzt.     Bezeichnen  wir 
mit  Po  die  Dichtigkeit  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  so  lässt 
sich   leicht   beweisen,   dass   für   i^  =r  0  die  Function   V  unendlich 

wird   wie    2  p  „  lg  —  •     Um  den  Beweis  zu  führen ,   bringen  wir   V 

zunächst  in  die  Form 

(3)  v=C~^^^=     f-P^"*    . 

I        da  j    r  cos  X 

'■■      '^  ds  '^ 

Hier  sind  k  und  k^  die  Werthe  von  a  für  s  =  0  und  resp.  .s  =  Sj, 
und  X  ist  der  W^inkel,  welchen  die  Tangente  der  Curve  mit  der 
Axe  der  positiven  x  einschliesst.  Denken  wir  uns  nun  die  Axe 
der  X  von  der  Stelle  a  =  k  bis  zu  der  Stelle  a  =  k^  mit  an- 
ziehender Masse  von  der  constanten  Dichtigkeit  p^  belegt  und  be- 
zeichnen die  davon  herrührende  Potentialfunction  mit  F',  so 
findet  sich 
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k  k 

Aus  (3)  und  (4)  erhält  niiin 


^1 
da 

R 


(5)  V  —  V  ^     \  da 


/•■ 


Po 


I  r  cos  X  R 

k 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  hat  einen  be- 
stimmten, endlichen  Werth,  so  lange  t  von  Null  verschieden.  Für 
^  =  0  nimmt  der  Factor  von  da  an  einer  Stelle  zwischen  den  In- 
tegrationsgrenzen die  Form  oo  —  oo  an ,  ncmlich  an  der  Stelle 
a  =  0.  Um  den  wahren  Werth  zu  ermitteln,  bringen  wir  die 
Function  in  die  P'orm 

_^  __P ^_o„ 

r    cos  X  R 


a 

Nun  kann  man  leicht  zeigen,  dass  für  t  =  0  die  Brüche  -     und  ^ 

r  R 

sich  derselben  endlichen  Grenze  annähern,  wenn  man  a  in  0  über- 
gehen lässt.    Denn  es  ist 

a  1  - 


R 


yi+^^ 


\  a  a  J  \  a  a  / 


Lässt   man   a  in  Null   übergehen,   so   werden  gleichzeitig  auch  b 

und  c  zu  Null.    Man  erhält  lim       =  -^ — ,  lim —  =  ~~~^.    Beide 

a  da  a  da 

Differentialquotienten  sind  aber  gleich  Null  für  a  =^  0 ,  weil  die 
Axe  der  x  im  Anfangspunkte  die  Curve  berührt.  Für  a  -—  0  hat 
man  also 

,.«,.«  ,.  1 

lim-v^  =  lim —  =  Jim 


R  r  -i/,    ,     t^ 

'  a^ 

Dieser  gemeinschaftliche  Grenzwerth  ist  aber  jedenfalls  verschieden 
von  — ,   d.  h.  er  ist  endlich,  selbst  wenn  man  <  =  0  nehmen  will. 
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Man  kann  also  schreiben 

[  ^    __P «Po    I  a  (      P „1 

lim^    r    cosX            R     \  =  lim  -^  •  hm  {  cosX        ^^  ^ 


[  a  )  [  a 

und  es  handelt  sich  jetzt  nur  noch'  um  den  Grenzwerth  von 

P 


cosX 


Po 


a 
Dieser  findet  sich  nach  den  Regeln  der  Differentialrechnung 

1       c?p  ^       d  cosX 

cosX    ds         cosX^       ds 


da 
ds 

1        d^  p        d  cos  X 

cosX^    ds         cosX^       ds 


Nun  ist  aber  cos  X  =■  1  für  a  =  0.  Die  Differentialquotienten 
c?  cosX        ,   c?p      .    -,       ^..  .      ^       ,  ,    ,  „ 

— und  -y'-  sind  endlich.    Ist  also  ^  =  0,  so  erhält  man  selbst 

an  der  Stelle  a  =  0  zu  dem  Integral  (5)  nur  einen  unendlich 
kleinen  Beitrag.  Alle  übrigen  Elemente  des  Integrals  sind  eben- 
falls unendlich  klein.  Folglich  hat  das  Integral  einen  bestimmten, 
endlichen  Werth  auch  für  ^  ^=  0 ,  und  die  Differenz  V  —  V  ist 
eine  endliche  und  stetige  Function  von  t  Die  Function  V  ist 
aber  in  Gleichung  (12)  des  vorigen  Paragraphen  ausgedrückt.  Wir 
haben  demnach 

(6)  V^  2polg-^+/.c., 

wenn  mit  /.  c.  eine  endliche  und  stetige  Function  bezeichnet  wird. 
Das  eben  gewonnene  Resultat  lässt  sich  auch  aus  dem  Satze  von 
Gauss  (§.  12)  herleiten.  Wir  machen  auf  der  Curve  ein  Element 
ds,  das  als  geradlinig  angesehen  werden  darf,  zur  Axe  eines  ge- 
raden Kreiscylinders  mit  dem  Radius  t  (Fig.  10).  Da  t  in  Null 
übergehen  soll,  so  kann  man  es  so  klein  wählen,  dass  das  Ver- 
hältnis t  :  ds  gleich  Null  wird.  Die  Endflächen  des  Cylindcrs 
sind  dann  verschwindend  klein  im  Vergleich  zu  der  Mantelfläche, 


Die  anziehende  Masse  ist  über  eine  beliebifie  Linie  vertheilt. 
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h,  welcher  von 


und  daher  darf  der  Beitrag  zu  dem  Integral  j   N  <h, 

den  Endflächen  herrührt,  vernachlässigt  werden.    Für  einen  Tunkt 

der  Mantelfläche  fällt  die  Richtung 
^^^-  ■^°"      •  der  nach  innen  gezogenen  Normale 

zusammen  mit  der  Richtung  der 
abnehmenden  t.    Es  ist  also  hier 
3F 


N  = 


und  diese  Componente  der  An- 
ziehung hat  wegen  der  unendhch 
kleinen  Dimensionen  des  Cylinders 
denselben  Werth  in  allen  Punkten 
seiner  Mantelfläche.    Danach  findet  sich  das  Integral  \  N  (h  hier 


7)V 
= ^  .  2-tds. 

Ol 


,J. 


Die  anziehende  Masse  liegt  im  Innern  des  Cylinders,  in  seiner 
Axe.  Bezeichnen  wir  die  Dichtigkeit  in  einem  Punkte  von  ds 
mit  p„,  so  lautet  der  Satz  von  Gauss: 


-y    .  2-tds 

Ol 


4-pof/s, 
d.  h.  nach  gehöriger  Reduction 

(7)  lim(4^.)_=-2p„. 

Daraus  geht  ohne  weiteres  hervor,  dass  für  ein  unendlich  ab- 

1 


nehmendes  /  die  Function    V  unendlich  wird  wie  2o^  lg 


t 


§.  18. 

Recapitulation. 

Wir  recapituliren  noch  einmal  die  gewonnenen  Resultate. 
Die   anziehende  Masse   kann   in   einzelnen   getrennt  liegenden 
Punkten  concentrirt  sein.    Dann  ist 

und   die   Summirung  bezieht  sich   auf  sämmtliche  Massenpunkte. 

Schwere,  Eloktricität  ii.  Magnetismus.  c 
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Oder  die  Masse   ist  stetig  vertheilt  über  einen  Raum,  resp.  über 
eine  Fläche,  resp.  über  eine  Linie.    In  diesen  drei  Fällen  ist 

r  dm  . 


F 


und  man  hat  die  Integration  über  das  ganze  mit  Masse  erfüllte 
geometrische  Gebilde  auszudehnen.  Unter  allen  Umständen  genügt 
die  Potentialfunction  in  einem  Punkte  (x.y^z),  wo  keine  Masse 
vorhanden  ist,  der  Gleichung  von  Laplace: 

Wir  wollen  voraussetzen,  dass  kein  Theil  der  anziehenden 
Masse  in  unendlicher  Entfernung  liege. 

Ist  die  Masse  über  einen  Raum  stetig  vertheilt,  so  genügt  die 
Potentialfunction  ausserhalb  dieses  Raumes  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung (1),  innerhalb  desselben  aber  [§.  13  (4)]  der  par- 
tiellen Differentialgleichung 

S2F    ,    S2F    ,    ^2  7 

(2)  '         1^2-  +  T^r-f3^=~4.p, 

und  es  bedeutet  p  die  Dichtigkeit  in  dem  inneren  Punkte  (cc,  y,  z). 
Die  Function  F  und  ihre  ersten  Derivirten  sind  im  ganzen  un- 
endlichen Räume  endlich  und  stetig  variabel. 

Bei  stetiger  Vertheilung  der  Masse  auf  einer  Fläche  genügt 
die  Potentialfunction  F  im  ganzen  unendlichen  Räume  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  (1).    Die  Function  F  selbst  ist  überall 

endlich    und    stetig  variabel.     Die   ersten  Derivirten  — — ,   —— , 

A  V  y 

— —  sind  endlich  und  stetig  variabel,  so  lange  der  Punkt  (rc,  y,  z) 
oz 

in  endlicher,  wenn  auch  noch  so  kleiner  Entfernung  von  der 
Fläche  sich  befindet.  Für  einen  Punkt  in  der  Fläche  oder  unend- 
lich nahe  an  derselben  hat  man  eine  Verschiebung  ds  in  der  Fläche 
von    einer  Verschiebung  dp  auf  der  Normale  zu   unterscheiden. 

S  F 
Die  Derivirte  — —   ist  in  der  Fläche  endlich  und  stetig  variabel. 

OS 

Sie  weicht  nur  unendlich  wenig  ab  von  den  Werthen  der  gleich- 
namigen Derivirten  in  einem  ausserhalb  der  Fläche  unendlich  nahe 
gelegenen  Punkte  auf  der  einen  wie  auf  der  anderen  Seite.     Die 
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Denvirte  -—  ändert  sich  sprungweise  beim  Durcligang  durch  die 
Fläche,  und  zwar  so,  dass 

(3)  e/-)  --(f')  -=.^4.p. 

Mit  p  ist  die  Dichtigkeit  in  dem  Punkte  der  Fläche  bezeichnet, 
auf  dessen  Normale  die  unendlich  kleinen  Abstände  +s  und  — s 
gezählt- werden. 

Bei  stetiger  Vertheilung  der  Masse  in  einer  Linie  (§.  16) 
genügt  die  Potentialfunction  V  im  ganzen  unendlichen  Räume  der 
Differentialgleichung  (1).  Sie  ist  endlich  und  stetig  variabel,  so 
lange  der  Punkt  («,  y,  z)  in  endlicher  Entfernung  von  der  anzie- 
henden Linie  bleibt.    Nimmt  man  seinen  Abstand  t  von  der  Linie 

unendlich  klein,  so  wird  die  Function  Funendlich  wie  2  p  lg—, 
und  es  gilt  demnach  die  Gleichung: 

(4)  lim  (t  —-"j  =^  —  2  p     für  t  =  0. 

Hier  bedeutet  p  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  der  anziehenden 
Linie,  in  welche  der  Punkt  (x,  y,  z)  für  t  =  0  hineinrückt. 

Ist  endlich  die  Masse  m  in  einem  Punkte  concentrirt,  so  gilt  für 
den  ganzen  unendlichen  Raum  die  partielle  Differentialgleichung  (1). 
Die  Function  V  ist  endlich  und  stetig  variabel,  so  lange  der  Punkt 
{x,y,z)  in  endlicher  Pintfernung  von  dem  anziehenden  Punkte  liegt. 
Bezeichnet  r  diese  Entfernung,  so  findet  sich  leicht 

(5)  rV  =  - 


SF 


=  w. 


und  diese  Gleichung  gilt  noch  für  r  =  0. 

Je  nach  der  Art  der  Massenvertheilung  gilt  also  neben  der 
partiellen  Differentialgleichung  (1)  noch  eine  von  den  Gleichungen 
{^)->  (3)'  (4),  (5).  Zur  vollständigen  Bestimmung  der  Function  V 
sind  nun  noch  Gleichungen  hinzuzufügen,  in  denen  sich  ausspricht, 
was  aus  der  Function  und  ihren  ersten  Derivirten  wird,  wenn  der 
Punkt  (a?,  y,  z)  in  unendliche  Entfernung  rückt. 

Wir  setzen 

a;2  4- 3/2  _|_  2;2 .  ^  y^2 

und  bemerken,  dass 

lim  ^  =  lim  1/;    "  ^+_^i+^- 1 

5* 
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ist,  wenn  keine  der  Coordinaten  a,  &,  c  unendlich  und  lim  R  =oc 
genommen  wird.  Liegt  also  die  anziehende  Masse  ganz  im  end- 
lichen Gebiete,  so  hat  man  bei  stetiger  Yertheilung: 

—  dm  =     i  dm  =^  M; 
dagegen  bei  einer  Yertheilung  in  discreten  Punkten: 

limy]  m        =^  m  =^  M, 

d.  h.  es  ist  in  allen  Fällen 

(6)  lim  RV  =  M    für  lim  7?  =  cx). 
Ferner  sieht  man  leicht,  dass 

ist  für  lim  R  =  oc.  Dabei  ist  die  Linie  R  in  der  Richtung  von 
dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  nach  dem  unendlich  fernen 
Punlcte  (tc,  y,  z)  genommen.  Die  letzte  Gleichung  lässt  sich  auch 
so- schreiben: 

lim  cos(rcc)  =  —  co^{Rx)     für  lim  7?  =  oo. 
Also  hat  man  bei  stetiger  Massenvertheilung 

lim  7?2   r^^^-  dm  =  —  cos {Ri^S)  l  dm; 
dagegen  bei  einer  Yertheilung  in  discreten  Punkten 
lim  R^  Yi  ^7^  ^^  -  -  cos  iRx)Yjr^r. 

Entsprechende  Gleichungen  finden  sich,  wenn  y  und  resp.  z  statt 
X  genommen  wird.     Dadurch  erlangt  man  die  Resultate: 

(7)  lim(722  ^J)  =  —  Mcos(7^ir), 

(8)  Hm  (i^2  ^   ;)  =  —  M  cos(/^i/), 

(9)  \im(^R^-^)  =  -~Mcos{Rz). 

Durch  die  partielle  Differentialgleichung  (1),  die  Gleichungen 
(6)  bis  (9)  und  eine  der  Gleichungen  (2)  bis  (5)  ist  die  Potential- 
function  für  jeden  Punkt  (x,  y,  z)  vollständig  und  eindeutig  be- 
stimmt.   Dieser  wichtige  Satz  soll  im  §.  22  bewiesen  werden. 


Zweiter  Atecliiillt. 

Der   Satz   von   (üreen. 


§.  19. 
Hülfssatz  aus  der  Analysis. 

Wir  schalten  einen  Hülfssatz  ein,  der  häufig  in  Anwendung 
kommt. 

Es  sei  T  ein  vollständig  begrenzter  Raum  und  F  eine  Function 
von  x^y^z^  die  im  Innern  des  Raumes  T  an  jeder  Stelle  einen 
endlichen,  bestimmten  Werth  hat  und  bei  einer  stetigen  Verschiebung 
des  Punktes  (ic,  ?/,  cc)  sich  stetig  ändert.     Wir  wollen  das  Integral 

(1)  J  =^  \     I     I  — —  dx  dy  dz 

J  J  J  ^"^ 
über  den  ganzen  Raum  T  erstrecken.  Die  Coordinaten- Ebenen 
mögen  so  gelegt  sein,  dass  jedem  Punkte  im  Innern  und  in  der 
Oberfläche  von  T  positive  Coordinaten  x,  y,  z  angehören.  In  der 
7/ z  Ebene  zeichnen  wir  ein  Rechteck,  dessen  einer  Eckpunkt,  dem 
Anfangspunkte  zunächst  gelegen,  die  Coordinaten  0,  ?/,  z  hat,  und 
dessen  Seiten  von  der  Länge  dy^  dz  parallel  den  Axen  liegen. 
(Fig.  11.)  Ueber  diesem  Rechteck  als  Grundfläche  errichten  wir 
ein  Prisma,  dessen  Kanten  zu  der  Axe  der  x  parallel  laufen.  Der 
Punkt  (0,  ?/,  2)  sei  so  gewählt,  dass  das  Prisma  den  Raum  T  durch- 
schneide. Es  sind  dann  ebenso  viele  Austritts-  wie  Eintrittsstellen 
vorhanden,  und  zwar  findet  abwechselnd  Ein-  und  Austritt  statt. 
Wir  bezeichnen  mit  a;<,  a; ■>,...  cc.,  ,  die  Werthe  von  x  an  den 
Stellen ,  wo  die  im  Punkte  (0,  ?/,  z)  errichtete  Kante  des  Prisma 
in  den  Raum  T  eintritt,  und  mit  a?,,  a?,,  ,  .  .  tc,  die  Werthe  von 
X  an  den  Stellen,  wo  sie  austritt.  Diese  Abscissen  sind  nach  ihrer 
Grösse  geordnet: 

^'1   <C  ^^'2   <C  *'3   "^  •  •  •  Sto  — 1  "^  ''^im' 


70 


Zweiter  Abschnitt.    §.  19. 


Die  Werthe   von  F  au   den  P]in-   und  Austrittsstellen   sollen   mit 
F.   i^o    F.,.    .  .  F      bezeiclinet  werden.     Dann  hat  man  zunächst 

1121        J '  ■  tili 


/ 


?x- 


Das  Prisma   schneidet   an   den  Ein-  und  Austrittsstellen  aus  der 

Fig.  11. 


Oberfläche  des  Raumes  T  Elemente  heraus,  die  wir  mit  c?cjj,  do^-, 
.  .  .  d(3„    bezeichnen.    Denkt  man  sich  nun  die  im  §,  11  gebrauchten 

Coordinaten  q,  s,  n  einseführt,  so  ist  -r—  der  Cosinus  des  Winkels, 

welchen  die  auf  do  nach  dem  Innern  des  Raumes  T  gezogene 
Normale  mit  der  Richtung  der  positiven  x  einschliesst.  Dieser 
Cosinus  ist  positiv  an  allen  Eintrittsstellen  und  negativ  an  allen 
Austrittsstellen.  Nun  ist  aber  das  Rechteck  dydz  die  Projection 
aller  Flächenelemente  da,  welche  das  Prisma  aus  der  Oberfläche 
von  T  ausschneidet.    Man  hat  also  die  Gleichungen  ".'' 

dy  d,  ^  (-^^-  do)^  =  (—  c^a)^  ==  .  .  .  =^  (^ 

und 

Sic 

'2  V  Oll         /4  \  c)n 

Folglich  ergibt  sich 

"bx 


dy  dz 


/ilX 


(2) 


da)  = 

-'2 

ch 

—  dy  dz  I 

^      J    ix 


da) 

'2m—\ 


dx 


-s 


F 


lii 


da. 
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Das  Zeichen  1'   auf  der  rechten  Seite  von  (2)  bedeutet,   dass  die 

Werthe  der  Function  F  -     da  an   allen  Eintritts-  und  Austritts- 

dn 

stellen  summirt  werden  sollen.  Es  bleibt  dann  noch  die  doppelte 
Integration  nach  y  und  nach  z  auszuführen.  Dies  geschieht,  wenn 
man  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  nicht  nur  die  Beiträge  nimmt, 
welche  ein  einzelnes  Elementarprisma  liefert,  sondern  die  Beiträge 
von  allen  Prismen,  die  den  Raum  T  überhaupt  treffen.  D.  h.  die 
Summe  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (2)  wird  zu  einem 
Integral,  welches  über  die  ganze  Oberfläche  von  T  zu  erstrecken 
ist.    Danach  lautet  das  Resultat: 


j  //^"^"  '^'^  "^^  "^^  ^  "f^^  ^^  ^'' 


(3) 

Die  Integration  auf  der  linken  Seite  ist  über  den  ganzen  Raum  T, 
auf  der  rechten  Seite  über  seine  Oberfläche  auszudehnen. 

Auf  demselben  Wege  findet  man  noch  die  etwas  allgemeinere 
Gleichung : 


/(^•.^+^'^if+^-Ä)<'- 


Dabei  ist  nur  vorausgesetzt,  dass  die  von  x,  y,  z  abhängigen 
Functionen  F^,  F^,  F^  im  Innern  des  Körpers  endlich  und  stetig 
variabel  sind. 

§.  20. 
Satz  von   Green. 

Es  seien  U  und  V  zwei  Functionen  von  x,  y,  z,  deren  Werthe 
wir  für  jeden  Punkt  im  Innern  des  Raumes  7'  als  gegeben  an- 
sehen.   Wir  betrachten  das  Integral 

J  J  J   \  3aj     3cc   ~   ?y     2*2/  ^2i     3ä  /  -^ 

welches  über  den  ganzen  Raum  T  erstreckt  werden  soll.    Nun  ist 

7)x    Sa?  2x  'bx'^ 

und  zwei  entsprechende  Gleichungen  ergeben  sich,  wenn  man  die 


72  Zweiter  Abschnitt.    §.  20. 

Differentiationen   nach  y   und   nach   z  vornimmt.     Folglich   kann 
man  schreiben: 

' = -S!i''  ^^ + 2^ + ^)  ^^  ^^  '^ 

4-   I      I      I  ^ — ~ —  dx  dy  dz 

J  J  J  ^2/ 

I     I     I ^ dx  dii  dz. 

J  J  J  ?^  •" 

Auf  die   drei   letzten  Integrale  lässt   sich  die  Transformation  des 
vorigen   Paragraphen  anwenden,    wenn  vorausgesetzt  wird,    dass 

U~ — ,    U  - — ,    U-~'     im  Innern   des   Ilaumes    T  endliche   und 

dx  t>?/  2iZ 

stetige  Functionen  sind.     Man  erhält  danach 

j        \  'bx     In     '      3iy     3?i      '     3s      In  ' 
oder  kürzer 

Das  erste  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  über 
den  Raum  T,  das  zweite  über  seine  Oberfläche  zu  erstrecken. 

Die  Voraussetzung,  unter  welcher  das  Integral  (1)  in  die 
Form  (2)  gebracht  werden  kann,  ist  erfüllt,  wenn  U  und  V  und 
die  ersten  Derivirten  von  V  im  Innern  des  Raumes  T  endlich  und 
stetig  variabel  sind.  Setzt  man  dasselbe  auch  noch  von  den  ersten 
Derivirten  der  Function  C7  voraus,  so  gilt  auch  die  Transformation: 

dn 
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Aus  (2)  und  (3)  geht  dann  ohne  weiteres  der  Satz  hervor: 

=  0.  - 

Dieser  Satz  ist  gültig,  wenn  im  Innern  des  Raumes  T  die 
Functionen  U  und  F,  sowie  die  ersten  Derivirten  von  U  und  von 
V  endlich  und  stetig  variabel  sind. 

Treten  im  Innern  von  T  in  einzelnen  Flächen  oder  Linien 
oder  Punkten  Unstetigkeiten  von  U  oder  von  V  oder  von  den  ersten 
Derivirten  dieser  Functionen  auf,  so  hat  man  den  Raum  T  in  zwei 
Bestandtheile  T^  und  T^  zu  zerlegen,  so  dass  alle  Unstetigkeiten 
der  Functionen  in  T^  liegen.  Auf  den  Raum  T^  darf  man  dann 
den  Satz  (4)  anwenden,  und  es  ist  die  Frage  aufzuwerfen,  welchen 
Grenzwerthen  sich  die  Integrale  annähern,  wenn  man  den  Raum 
T^  unendlich  abnehmen  lässt.  Sind  solche  bestimmte,  endliche 
Grenzwerthe  vorhanden,  so  gilt  der  Satz  (4)  auch  für  den  Raum  T. 
Das  dreifache  Integral  ist  über  den  ganzen  Raum  T  zu  erstrecken, 
das  Oberflächen-Integral  über  seine  Oberfläche  und  über  die  Um- 
hüllungen der  Unstetigkeitsstellen, 

Dieser  Satz  ist  von  Green  aufgestellt  im  3.  Artikel  einer  Ab- 
handlung, die  zuerst  in  Nottingham  1828  erschienen  und  später 
in  Crelle's  Journal,  Bd.  39,  44,  47,  wieder  abgedruckt  ist.*) 

§.  21. 
Herstellung    der  Potentialfunction    im  Innern    eines  vorgeschriebenen 
Raumes.    Werth   in   der  Oberfläche  und  partielle  Differentialgleichung 

im  Innern  gegeben. 

Der  Satz  von  Green  dient  zu  der  Lösung  der  Aufgabe:  die 

Potentialfunction  F' für  jeden  Punkt  (x\y\z')  im  Innern 

eines  vollständig  begrenzten  Raumes  T  zu  bestimmen, 

wenn   ihr  Werth   in  jedem  Punkte  der  Oberfläche  ge- 

l2y  i'iy  j2]/ 

geben    und  -~-       4-  ~— ^  4-    ^  ,     im    Innern    von    1    be- 

,         ^  •  X      t^-^  ^y  ^z 

kanntist.  ^ 


*)  An  essay   on  the  application  of  mathematical  analysis  to  the  theoi'ies 
of  electricity  and  magnetism. 
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Wir  setzen  r  =  |/  {x  —  x'^  -f  (y  —  i/y  -\-  (z>--  z')^  und  ver- 
stellen unter  Ui  eine  Function  von  x,  y,  z,  die  der  Gleichung  von 
Laplace  Genüge  leistet,  im  Innern  des  Raumes  T  überall  end- 
lich und  stetig  variabel  ist  und  in  der  Oberfläche  den  Werth 

annimmt.    Dann  soll 

(1)  ^-^\+~ 

genommen  werden.  Die  Function  U  genügt  also  im  Innern  des 
Raumes  2'  der  partiellen  Differentialgleichung 

Sie  ist  im  Innern  dieses  Raumes  endlich  und  stetig  variabel,  ausser 

im  Punkte   (x\y\z')^   wo   sie   unendlich   wird  wie   — ,     und   sie 

hat  in  der  Oberfläche  von  T  den  Werth  Null.  Es  soll  später 
(§.  34)  bewiesen  werden,  dass  eine  solche  Function  existirt. 

Der  Punkt  {x\  y\  z')  ist  zunächst  zum  Mittelpunkt  einer  Kugel 
vom  Radius  r  =  c  zu  machen ,  deren  Oberfläche  ganz  im  Innern 
des  Raumes  T  liegen  soll.  Das  Innere  dieser  Kugel  ist  der  Raum 
1\.  Ihre  Oberfläche  und  die  Oberfläche  von  T  bilden  zusammen 
die  Begrenzung  des  Raumes  T^. 

Im  Innern  des  Raumes  T^  erfüllen  U  und  V  die  Bedingungen, 
unter  denen  die  Gleichung  (4)  des  vorigen  Paragraphen  Gültigkeit 
hat.  Wir  dürfen  also  von  dieser  Gleichung  hier  Gebrauch  machen, 
wenn  das  Raum -Integral  auf  das  Innere  von  T^  und  das  Ober- 
flächen-Integral über  seine  Oberfläche  erstreckt  wird.  Es  handelt 
sich  dann  um  die  Frage,  welches  Resultat  für  lim  c  =  0  zu  Stande 
kommt. 

Das  Raum-Integral 

nimmt  vermöge  der  partiellen  Differentialgleichung  (2)  den  Werth 
Null  an,  man  mag  es  über  den  Raum  T-^  oder  über  den  ganzen 
Raum  T  ausdehnen.  Es  kömmt  also,  selbst  für  limc  =  0,  nicht 
weiter  in  Betracht. 

Hiernach  bleibt  in  der  Gleichung  (4)  des  vorigen  Paragraphen 
von  dem  Raum-Integrale  nur  noch  übrig 
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Da  der  Raum  T  völlig  begrenzt  ist,  also  seine  Begrenzung  ganz 
im  endlichen  Gebiete  liegt,  so  hat  dieses  Integral,  über  den  Raum 
Tj  erstreckt,  einen  bestimmten,  endlichen  Werth.  Dies  gilt  noch 
selbst  für  lim  c  =  0.  Denn  innerhalb  der  Kugel  vom  Radius  c 
kann  man  als  Raumelement  einführen 

r^  sinO  dr  (Z6  c?cp, 
und  da  U  nur  die  erste  Potenz  von  r  im  Nenner  hat,  so  ver- 
schwinden die  Beiträge,  welche  für  limc  =  0  zu  dem  llaum- In- 
tegral hinzukommen.  Man  hat  dasselbe  also  für  diesen  Grenzfall 
über  den  ganzen  Raum  T  zu  erstrecken,  und  es  behält  einen  be- 
stimmten, endlichen  Werth. 

Das  Oberflächen -Integral  in  der  Gleichung  (4)  des  vorigen 
Paragraphen  ist  aus  zwei  Bestandtheilen  zusammengesetzt.  Der 
erste  rührt  von  der  Oberfläche  des  Raumes  T  her  und  reducirt 
sich  auf 


/ 


r'f  da. 


Der  andere  ist  das  über  die  Umhüllung  des  Punktes  {x\  y\  z')  aus- 
gedehnte Integral.  Hier  fällt  die  nach  dem  Innern  von  J\  ge- 
zogene Normale  mit  der  Richtung  der  wachsenden  r  zusammen. 
Der  zweite  Bestandtheil  des  Oberflächen-Integrals  lautet  also 


/< 


V— U— — )  c2  c/(ü, 

er  or  / 


r  —  c 


wenn  mit  dm  das  Oberflächen-Element  einer  Kugel  vom  Radius  1 
bezeichnet  wird  Dieses  letzte  Integral  lässt  sich  nun  auch  so 
schreiben 


d(o 
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Für  limc=--0  bleibt  nur  das  Integral —  j    Vdui^  und  wenn  man 


/ 


den  Wertli  von  V  im  Punkte  (x',  y\  z'')  mit   V  bezeichnet,   so  er- 
gibt sich 

lim  r(F|^  -  V^)  c2  cU  =  -47:  V. 


Aus  der  Gleichung  (4)  des  vorigen  Paragraphen  erhalten  wir  also 


+r-^-- 


und  hier  ist  das  dreifache  Integral  über  den  Raum  J",  das  Ober- 
liächen- Integral  über  seine  Begrenzung  zu  erstrecken. 

■Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Function  V  und  ihre  ersten 
Derivirten  innerhalb  des  Raumes  T  überall  endlich  und  stetig 
bleiben. 

Es  fragt  sich  noch,  welche  Modificationen  eintreten,  wenn  der 
Raum  T  sich  ins  Unendliche  erstreckt.  In  diesem  Falle  hat  man 
zu  der  schon  vorhandenen  Begrenzung  noch  eine  solche  hinzu- 
zufügen, welche  alle  aus  dem  endlichen  Gebiete  austretenden  Be- 
standtheile  von  T  ausschliesst.  Es  fragt  sich  daim,  was  aus  den 
Integralen  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3)  wird,  wenn 
man  die  neu  hinzugefügten  Begrenzungstheile  so  ins  Unendliche 
rücken  lässt,  dass  der  gegebene  Raum  T  wieder  zu  Stande  kömmt. 
Behalten  die  Integrale  in  diesem  Falle  bestimmte,  endliche  Werthe, 
so  bleibt  die  Gleichung  (3)  in  Gültigkeit. 

Sind  Unstetigkeitsstellen  der  Function  V  oder  der  ersten  De- 
rivirten vorhanden,  so  kommen  zu  dem  Oberflächen-Integral  noch 
Beiträge  hinzu.  Wir  unterscheiden  die  drei  Fälle,  dass  die  Un- 
stetigkeit  in  einer  Fläche,  oder  in  einer  Linie  oder  in  einem  Punkte 
stattfindet. 

Erstens.  Wenn  die  Unstetigkeit  in  einer  Fläche  auftritt, 
so  legen  wir  ihr  unendlich  nahe  zwei  Flächen,  welche  auf  der  po- 
sitiven und  auf  der  negativen  Normale  der  Unstetigkeitsfläche 
überall  die  constante  Strecke  -[-  e  und  resp.  —  e  abschneiden. 
Wir  wollen  dann  s  unendlich  klein  werden  lassen.  Diese  beiden 
Flächen  und  ein  Cylinder  von  der  unendlich  kleinen  Höhe  2  s, 
welcher  dem  Rande  der  Unstetigkeitsfläche  unendlich  nahe  liegt, 
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bilden   die   vollständige   Begrenzung   eines  Raumes,    der  die   Un- 

stetigkeitsstelle  in  sich  enthält  (Fig.  12).     lieber  diese  Begrenzung 

ist  das  Oberflächen-In- 
^ig-  12.  tegral     noch     zu     er- 

strecken. Die  Cylinder- 
fläche  kann  dabei  ausser 
Betracht  bleiben,  weil 
über  sie  ausgedehnt  das 
Integral  unendlich  klein 
ist.  Wir  bezeichnen 
mit  -f-  p  und  resp. 
—  p  einen  Abstand, 
der  von  der  ünstetig- 
keitsstelle  aus  auf  der 
positiven     und     resp. 

auf  der  negativen  Normale   genommen  wird.     Dann   ist  auf  der 

Seite  der  positiven  Normale 


3Fx 


2ip  7-(-o' 


2>U 


\  iip  /+o 


und  auf  der  Seite  der  negativen  Normale 


3? 


'2>V- 


■2>U- 


\V    __        {^^\  1^  —  (        \ 

hn  \  3p  /-o       2)71  \  dp  /— 0 

Der  angehängte  Index  +  0  drütkt  aus,  dass  die  Derivirte  an  der 
Stelle  p^±e  genommen  und  s  der  Null  unendlich  angenähert 
werden  soll.  Erstreckt  man  nun  das  Oberflächen  -  Integral  über 
die  beiden  Hüllen  der  IJnstetigkeitsfläche ,  so  erhält  man  auf  der 
Seite  der  positiven  Normale 

und  auf  der  Seite  der  negativen  Normale 


-/ 


Es    ist   aber    U, 


\  -n3p/_o     -ns«/_n( 

U  ,    und   (V^)-(^^')    .     Zu  dem  Ober- 


flächen -Integral   auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3)  kommt 
also  in  diesem  Falle  der  Beitrag  hinzu 
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Fig.  13. 


und  dieses  Integral  ist  über  die  Unstetigkeitsfläclie  zu  erstrecken. 
Wenn  zweitens  die  Unstetigkeit  in  einer  Linie  auftritt,   so 
machen  wir  diese  zur  Axe  einer  cylindrischen  Fläclie.    Die  Quer- 
schnitte  rechtwinklig   zur  Axe   seien  Kreise  vom  Radius  t,   deren 
Mittelpunkt  auf  "der  Axe  liegt.    (Fig.  13.)     Ein  solcher  Querschnitt 
wird  dadurch  festgelegt,  dass  man  den  Bogen  s 
angibt,  der  auf  der  Unstetigkeitslinie  zwischen 
ihrem  Anfangspunkte  und  dem  Mittelpunkte  des 
Querschnittes  liegt.    In  dem  Querschnitte  selbst 
nehmen  wir  für  einen  Punkt  seiner  Begrenzung 
Polar-Coordinaten  t,  cp.    Die  cylindrische  Fläche 
und  die  beiden  Endflächen  (der  erste  und  der 
letzte  Querschnitt:  s  =  0,  s  =  äj)  bilden  dann 
die  Begrenzung  des  Raumes  T^ ,   der  bei  An- 
w^endung  des  Satzes  von  Green   zunächst  aus 
dem  Integrationsgebiete  auszuschliessen  ist.  Wir 
nehmen  das  Verhältniss  t  :  s^  unendlich   klein, 
so  dass   der  Inhalt  der  Endflächen   gegen  die 
cylindrische  Mantelfläche  vernachlässigt  werden 
kann.     Das  Oberflächen -Integral  ist  dann   nur   über  die  letztere 
zu  erstrecken.    P'ür  sie  fällt  die  nach  dem  Innern  des  Raumes  T^ 
gerichtete  Normale  mit  der  Richtung  der  wachsenden  t  zusammen. 
Es  ist  also  hier 

(\n  cit  Sri  2it 

Auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3)  ist  demnach  zu  dem 
Oberflächen- Integral  der  Beitrag 


lim 


V 


--  U 


3F 

U 


r)^? 


für  f-  =  0 


hinzuzufügen.  Wir  haben  im  §.  17  gesehen,  dass  die  Function  V 
in  einer  Linie  unstetig  wird,  wenn  über  diese  Linie  eine  endliche 
Masse  vertheilt  ist.    Es  ist  dann 

F=  ~2plg«+F,, 
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und  es  bleiben  für  ^  =  0  die  Functionen  V^  und   ~_  ^    endlich 
und  stetig.    Daraus  folgt 

■27Z 

lim  \  t  V^  ~ _  '   tZcp  =  0, 


•2  71 

hm  I  ^  C^^,     ^'f 


Betrachten  wir  in  einem  und  demselben  Querschnitte  zwei 
einander  diametral  gegenüberliegende  Punkte  der  cylindrischen 
Fläche ,   so   zeigt   sich ,    dass  in  ihnen  lg  t  gleiche  Werthe  besitzt, 

2)  U 
dagegen  -^- —  entgegengesetzte  Werthe,  wenn  t  unendlich  klein  ge- 

nommen  wird.    Also  heben  sich  in  dem  Integral 


^   p  P  lg 
0 


—  2  J  tQ\^t^^    d'^ 


je  zwei  Elemente  auf,  und  man  erhält 


2  7C 

/•\TJ 
t  p  Ig^  ^^^  do  ^0      für  ^  =  0. 

0 


7>t 


Demnach   bleibt  von  dem  Oberflächen -Integral  nur  noch  der 
Bestandtheil 


i7C 


lim  Cds   Ct  ^P-  U  d^  =  2  TT  r2p  Uds 

0  0  0 

übrig.    Beachtet  man  also,  dass 

ist,  so  ergibt  sich 

(5)  —2  71  Cuds  .\\m{t^^^^ 

0 

als  der  Beitrag,  welcher  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3) 
zu  dem  Oberflächen-Integral  hinzukommt.  Die  Integration  in  (5) 
ist  über  die  Linie  zu  erstrecken,  in  welcher  die  Function  V  un- 
stetig wird. 
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Es  werde  endlich  drittens  die  P'unction  V  in  einem  Punkte 
unstetig.  Dies  tritt  ein,  wenn  in  dem  fraglichen  Punkte  eine  end- 
liche Masse  vi  concentrirt  ist.  Wir  machen  ihn  zum  Mittelpunkte 
einer  Kugelfläche  vom  Radius  r.  Mit  d(o  soll  das  Flächenelement 
auf  einer  Kugel  vom  Radius  1  bezeichnet  werden.  Dann  lautet  der 
Beitrag,   welcher  jetzt  zu  dem  Oberflächen  -  Integral  hinzukommt: 


lim 
Es  ist  aber  hier 


3r     ~         ^2+  -^Y 


■\  T7 

und  es  bleiben    1^^   und  ~^^-  endlich  und  stetig  für  r  =  0.    Folg- 
lich erhalten  wir 


?r 


lim  Hv  -^^  —  U  ^^|,^)  r2  rho  =  lim  Cum  dio  =  4 - 


f^o, 


wenn   mit   f/f,    der  Werth   von   U  in   dem  Unstetigkeitspunkto  der 
Function   V  bezeichnet   wird.     In    diesem   letzten    Falle   hat   man 
also  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3)  zu  dem  Oberflächen- 
Integral  den  Beitrag* 
(6)  4  t:  m  f/f, 

hinzuzufügen. 

§.  22. 

Die  Potentiaifundion   ist  durch   die  Kennzeichen  des  §.  18  im  ganzen 
unendlichen  Räume  eindeutig  bestimmt. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gewonnenen  Resultate  bieten  zu- 
nächst die  Mittel  dar,  die  im  §.  18  aufgestellte  Behauptung  zu 
beweisen,  dass  durch  die  partielle  Differentialgleichung  von  La- 
place  [§.18:  (1)],  durch  eine  der  Gleichungen  [§.18:  (2),  (3),  (4),  (5)] 
und  die  vier  Nebenbedingungen  [§.  18:  (6),  (7),  (8),  (9)]  die  Poten- 
tialfunction  vollständig  und  eindeutig  bestimmt  ist. 

Um  diesen  Beweis  zu  führen,  setzen  wir  fest,  dass  T  der 
ganze  unendliche  Raum  sein  soll.  Die  Hülfsfunction  U  hat  in 
diesem  Falle  einen  sehr  einfachen  Ausdruck,  nemlich 
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(1)        CT  =  -^  =  ^  =^ 


Denn  diese  Function  genügt  den  aufgestellten  Bedingungen.  Sie 
ist  gleich  Null  in  der  Begrenzung  des  Raumes  T,  d.  h.  in  unend- 
licher Entfernung.     Sie  ist  überall  endhch  und  stetig,   ausser  im 

Punkte  {x\ij\z'),   wo   sie  unendlich  wird  wie  — .    Sie  erfüllt  im 

r 

ganzen  unendlichen  Räume  die  partielle  Differentialgleichung 

Als  Begrenzung  des  Raumes  T  können  wir  eine  Kugelfläche 
nehmen ,  deren  Mittelpunkt  im  Punkte  (x\  y\  z')  liegt  und  deren 
Radius  R  unendlich  gross  ist.  Der  Satz  des  vorigen  Paragraphen 
lautet  dann: 

Das  dreifache  Integral  ist  über  den  ganzen  unendlichen  Raum 
auszudehnen,  das  Oberflächen-Integral  über  die  Kugel  vom  Radius 
R  und  über  die  Hüllen  der  Unstetigkeitsstellen  der  Function  V 
und  ihrer  ersten  Derivirten.  Die  Beiträge,  welche  diese  Unstetig- 
keitsstellen liefern,  sind  für  jeden  einzelnen  Fall  in  (4),  (5),  (6) 
des  vorigen  Paragraphen  ausgedrückt.  Es  handelt  sich  also  nur 
noch  um  die  Kugel  vom  Radius  R.     Für  sie  ist 

IV  2>V  DU  ^U  1  .  j^.  , 

Dn  7)R  Tm  >iR  R^ 

wenn  dm  das  Oberflächen-Element  einer  Kugel  vom  Radius  1  be- 
zeichnet.    Folglich  erhalten  wir 

Nun    geht    aber    aus    der   Nebenbedingiy?g    des   §.  18,   (G)   ohne 

weiteres  hervor 

M 
lim  V  =  -TjY-  =  0    für  R  =  oo. 
K 

Multiplicirt  man  ferner  auf  beiden  Seiten  der  Gleichungen  (7), 
(8),  (9)  des  §.  18  resp.  mit  cos  (/?«),  cos  {Ry\  cos  (Äz)  und  addirt 
die  Resultate,  so  ergibt  sich 

Schwere,  Elektricität  ii.  Magnetismus.  g 
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3F  .„    ^    ,     SF 


lim  i?2  ßJL  cos  (Rx)  -f  ^  cos  (Ry)  +  ^^    cos  (7?^))  =  — 


\2ix  ^  ^U 

oder  kürzer 


M 


lim  ( 


^^lir)  =  -^^- 


und  daraus  sieht  man,  dass 
3F 


lim  (t?  ^j^)  =  0      für  ie 


Das  Integral,  über  die  Kugelfläche  vom  Radius  R  erstreckt,  ist 
also  Null,  und  deshalb  hat  man  in  (2)  das  Oberflächen -Integral 
nur  noch  über  die  Hüllen  der  Unstetigkeitsstellen  von  F  und  seinen 
ersten  Derivirten  auszudehnen. 

Es  sei  nun  erstens  die  anziehende  Masse  über  einen  im 
endlichen  Gebiete  völlig  begrenzten  Körper  stetig  vertheilt  und 
nirgends  eine  endliche  Masse  über  eine  Fläche  oder  eine  Linie 
ausgebreitet  oder  in  einzelnen  Punkten  concentrirt.  Dann  sind  die 
Function  F  und  ihre  ersten  Derivirten  überall  endlich  und  stetig. 
Es   fällt  also   in  (2)  das  Oberflächen -Integral  gänzlich  weg.     Die 

S^F       S^F       2)2  F  . 
Summe  der  zweiten  Derivirten  --^  4-  -.r-^  -f-  -^^-  ist  aber  Null, 

7>x^  c)?/2  2>z^ 

wenn  der  Punkt  (x, ;/,  z)  ausserhalb  des  anziehenden  Körpers  liegt, 
und  gleich  —  4-  p,  wenn  er  innerhalb  liegt.  Dies  ist  in  den  par- 
tiellen Differentialgleichungen  (1)  und  (2)  des  §.18  ausgesprochen. 
Danach  erhält  man  aus  der  Gleichung  (2)  des  gegenwärtigen  Para- 
graphen ,  wenn  man  noch  den  Factor  4  tc  auf  beiden  Seiten  weg- 
lässt : 

(3)  ^'^^ff  fp^^-^^- 

Die  dreifache  Integration  ist  über  den  mit  Masse  erfüllten  Raum 
auszudehnen. 

Wir  nehmen  zweitens  den  Fall,  dass  die  anziehende  Masse 
allein  ausgebreitet  ist  über  eine  im  endlichen  Gebiete  völlig  be- 
grenzte Fläche,  und  dass  in  einzelnen  Linien  oder  Punkten  eine 
endliche  Masse  nicht  vorhanden  ist.  Alsdann  ist  im  ganzen  un- 
endlichen Räume 

Ix^    ^  3r/2    ^  3z2 
Ferner   ist  F  überall  endlich  und  stetig  variabel,  folglich  in  un- 
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endlicher  Nähe  der  anziehenden  Fläche  V,^=  F_^.  Danach  wird 
aus  der  Gleichung  (2),  wenn  man  den  Beitrag  (4)  des  vorigen 
Paragraphen  in  Betracht  zieht: 

4.  K' =  -  fl  1(1-^-)  -(AE)  U,. 

J     r    \\  3p  /4.0       \  2)p  /_o| 
Hier  hat  p  dieselbe  Bedeutung  wie  in  der  Gleichung  (3)  des  §.  1  <S. 
Vermöge  dieser  Gleichung  erhalten  wir  also 

(4)  .    ^'=Jp^- 

Die  Integration  ist  über  die  anziehende  Fläche  auszudehnen. 

Es  sei  drittens  die  anziehende  Masse  nur  über  eine  Linie 
ausgebreitet  und  keine  endliche  Masse  in  einzelnen  Punkten  con- 
centrirt.    Dann  ist  in  dem  ganzen  unendlichen  Räume 

In  unendlicher  Nähe  der  anziehenden  Linie  gilt  die  Gleiclumg  (4) 
des  §.  18,  Folglich  erhalten  wir  zu  dem  Oberflächen- Integral  der 
Gleichung  (2)  den  Beitrag  [§.  21,  (5)]: 

r    ds 

und  die  Gleichung  (2)  gibt  jetzt 

(5)  l^'=Jp^- 

Das  Integral  ist  über  die  anziehende  Linie  zu  erstrecken. 

Wenn  endlich  viertens  die  anziehende  Masse  m  in  einem 
einzigen  Punkte  {x,  y,  z)  concentrirt  ist,  so  gilt  wieder  für  den  un- 
endlichen Kaum  die  partielle  Differentialgleichung 

HZ     !     HZ  _L  HZ   = 
Ix'^    ""      32/2    "^    3^2 

Ausserdem  haben  wir  die  Gleichung  (5)  des  §.  18.    In  Folge  davon 

ergibt   sich   zu   dem   Oberflächen -Integral   der  Gleichung   (2)   der 

Beitrag  [§.  21,  (6)] 

4  TT  m 


4 


r 
und  wir  erhalten  aus  Gleichung  (2): 

(0)  F=f 
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Aus  den  Gleichungen  (3),  (4),  (5),  (6)  ersieht  man,  dass  für 
jeden  der  zu  betrachtenden  Fälle  die  Differentialgleichungen  des 
§.18  und  die  dort  aufgestellten  Unstetigkeits-  und  Nebenbedin- 
gungen je  eine  einzige,  völlig  bestimmte  Function  liefern,  und  zwar 
stimmt  der  Ausdruck  dieser  Function,  wie  er  aus  den  Vorschriften 
des  §.  18  hervorgeht,  überein  mit  dem  Ausdrucke,  welcher  als  De- 
finition der  Potentialfunction  aufgestellt  ist.  Man  erkennt  dies 
unmittelbar  durch  Vergleichung  der  Ausdrücke  (3),  (4),  (5),  (6) 
mit  resp.  §.  2,  (5),  §.  14,  (1),  §.  17,  (2),  §.  2,  (2).  Damit  ist  die  Be- 
hauptung des  §.  18  bewiesen. 

§.  23. 

Beispiel:     Die  Green'sche  Function    U  für  das   Innere  eines  recht- 
winkligen Parallelepipedon. 

In  §.  21  ist  allgemein  gezeigt  worden,  wie  man  mit 
Hülfe  des  Satzes  von  Green  die  Potentialfunction  V  für  jeden 
Punkt  {x\  y\  z')  im  Innern  eines  Kaumes  T  bestimmt,  wenn 
ihr   Werth    überall    in   der    Oberfläche   gegeben   und   die   Summe 

— -^s — 1-  -r—i, — I <i~  im  Innern  bekannt  ist. 

Die  Green'sche  Hülfsfunction  U  soll  hier  für  einen  beson- 
deren Fall  hergestellt  werden.  Der  Raum  T  sei  ein  rechtwinkliges 
Parallelepipedon.  Wir  legen  die  Coordinaten  so,  dass  der  Anfangs- 
punkt in  den  Mittelpunkt  des  l^arallelepipedon  fällt^  dass  die  Be- 
grenzungs- Ebenen  zu  zweien  je  einer  Coordinaten -Ebene  parallel 

laufen  und  dass  sie  auf  den  Axen  resp.  die  Strecken  +  -^5  +  -a-'  +  -9- 
abschneiden. 

Nach  der  Methode  von  Green  ist  es  erforderlich,  eine  Function 
U  herzustellen,  welche 

1)  in  der  Oberfläche  überall  den  Werth  Null  hat; 

2)  im  Punkte  {x\  y\  z')  unendlich  wird  wie  der  reciproke  Werth 
der  Entfernung  von  diesem  Punkte,  übrigens  aber  im  Innern 
des  Parallelepipedon  endhch  und  stetig  variabel  ist; 

3)  im  Innern  des  Parallelepipedon  der  partiellen  Differential- 
gleichung Genüge  leistet: 

li^.lü^  + 11^^  =  0 
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Wir  legen  drei  Schaaren  von  Ebenen,  rechtwinklig  resp.  gegen 
die  Axen  der  a;,  der  y,  der  z.  Je  zwei  benachbarte  Ebenen  der- 
selben Schaar  sollen  in  constantem  Abstände  von  einander  sein 
und  zwar  in  dem  Abstände  a  für  die  erste,  b  für  die  zweite,  c 
für  die  dritte  Schaar.  Die  beiden  Ebenen  jeder  Schaar,  welche 
dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  zunächst  liegen,  sollen  je 
eine  Begrenzungsfläche  des  gegebenen  Parallelepipedon  in  sich  ent- 
halten, 'Auf  diese  Weise  wird  der  unendliche  Raum  in  lauter  con- 
gruente  Parallelepipeda  zerlegt.  Eins  von  ihnen  ist  das  gegebene 
Parallelepipedon  selbst. 

Wir  gehen  nun  darauf  aus,  die  Function  U  für  jeden  Punkt 
des  unendlichen  Raumes  herzustellen,  so  dass  sie  der  dritten  Be- 
dingung überall  genügt,  und  dass  sie  entgegengesetzte  Werthe  be- 
sitzt in  je  zwei  Punkten,  die  zu  irgend  einer  der  gelegten  Ebenen 
symmetrisch  liegen.  Durch  diese  Bestimmung  wird  erreicht,  dass 
die  erste  Bedingung  erfüllt  wird.  Soll  dann  auch  noch  der  zweiten 
Genüge  geschehen,  so  muss  die  Function  unendlich  werden  in  allen 
Punkten,  deren  Coordinaten  von  der  Form  sind 


ka-\-{-\)x\  m&-f(— ify,  wc-f-(— ly 


z 


und  zwar  positiv  oder  negativ  unendlich,  je  nachdem  k  -\-  m  -[-  n 
eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist.  Für  k  sind  alle  ganzen 
Zahlen  von  —  oo  bis  -[-  oo  zu  setzen ,  ebenso  für  m  und  für  n. 
Man  erhält  alle  Unstetigkeitspunkte  der  Function  U,  wenn  man 
jeden  Werth  von  k  der  Reihe  nach  mit  allen  Werthen  von  m 
zusammenstellt  und  zu  jeder  solchen  Zusammenstellung  der  Reiha 
nach  alle  Werthe  von  n  hinzusetzt.  Hiernach  erhält  man  als  Aus- 
druck für  ü  eine  dreifach  unendliche  Reihe,  nemlich 

00  cc  oo  / -,\Tc-\-m-\-n 

m         ^=S-  S    S  ^  VW    '       . 

Tc:^ — CO    m=- — 00    71-=  —  CC  ' 

wobei  zur  Abkürzung  N  geschrieben  ist  für  die  Summe  der  drei 
Quadrate 

\ka^{-lfx'-x\^-\-\mh-^{-\Ty'-y\''-\-\nc^{-\fz'-z\\ 

Von  diesem  Ausdrucke  für  U  ist  leicht  nachzuweisen,  dass  er  den 
aufgestellten  Bedingungen  Genüge  leistet.  Er  befriedigt  die  Gleichung 
von  Laplace,  weil  jeder  Summand  es  thut.  Die  Nenner  der  ein- 
zelnen Summanden  drücken  den  Abstand  des  Punktes  {x,  y,  z) 
von  je  einem  der  Unstetigkeitspunkte  aus.    Es  wird  also  jedesmal 
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ein  Nenner  in  vorgeschriebener  Weise  zu  Null,  wenn  der  Punkt 
(x',  y,  z)  in  einen  Unstetigkeitspunkt  hineinrückt.  Endlich  nimmt 
die  Function  entgegengesetzte  Werthe  an  für  irgend  welche  zwei 
Punkte,  die  symmetrisch  liegen  zu  irgend  einer  Ebene  aus  den 
drei  Schaaren.  Betrachten  wir  z.  B.  zwei  Punkte  (ccj,  ?/j,  zj  und 
(iCj,  ?/25  ^2)'  ^i^  ^^  ®^^®^  Ebene  der  ersten  Schaar  symmetrisch 
liegen.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  die  Coordinaten  den  Gleichungen 
genügen 

a.-j  =  Äa-f(— l/a,     yi=y,     z^  =  z, 
x^  =  {h  +  1)  a  -f  (-  1/+^  i,     2/2  =y.     z,=z, 
worin  h  irgend  eine  ganze  Zahl  ist.    Die  Punkte  liegen  symmetrisch 
zu  der  Ebene. 

Der  Ausdruck  unter  dem  dreifachen  Summenzeichen  unterscheidet 
sich  für  die  beiden  Punkte  nur  in  dem  ersten  Quadrat  unter 
dem  Wurzelzeichen  des  Nenners.  Dasselbe  lautet  für  den  ersten 
Punkt 

(3)  \(^k-h)a^(-  if  x^  -  (_  1)''  l\  2 
und  für  den  zweiten  Punkt 

(4)  \ik-h-\)a^{-  \f  a>  -  (-  1)''+^  $|2. 
Statt  des  Ausdruckes  (3)  kann  man  auch  schreiben 

\{-r)\k-h)a  +  {-lf-^x^-l^['' 
oder,  wenn  man  (—  1)''  (k  —  h)  =  \  setzt: 

(5)  Wa^i-lfx'-ilK 

Da  k  allen  ganzen  Zahlen  von  —  00  bis  -f-  00  der  Keihe  nach 
gleichgesetzt  werden  soll,  so  gilt  dasselbe  von  X.  Für  den  ersten 
Punkt  erhalten  wir  also 

«=<»<»/         ^\^  ( -Wl  +  m  +  n 

(6)  ^,=2^2^=^^^W^— ' 

—  CO   _cc  — oc  y    -^^  1 

wobei  zur  Abkürzung  N^  geschrieben  ist  für  die  Summe  der  drei 
Quadrate 

\laJr{~\fx'~'i\-'-\-\mb^{-\Ty'-y\^Jr\nc^{~\Tz'-z\\ 
Statt  des  Ausdruckes  (4)  kann  man  schreiben 

|(_  1)  ^^+\k  _  Ä  -  1)  a  +  (-  If-"^-'  x'~l\^ 
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oder,  wenn  man  jetzt  (—  1)''+'  (Ä  —  A  —  1)  =  X  setzt: 
(7)  \ia-^{-\fx'-^,\K 

Auch  hier  hat  man  bei  der  Summirung  die  Grösse  \  allen  ganzen 
Zahlen  von  —  oo  bis  -f  oo  der  Reihe  nach  gleichzusetzen.  Folg- 
lich ergibt  sich  für  den  zweiten  Punkt 

—  sc  —  oo  —  cc  '  1 

und  es  hat  hier  N^  dieselbe  Bedeutung  wie  vorher  in  der  Gleichung  (6). 
Aus  (6)  und  (8)  erkennt  man  ohne  weiteres,  dass 

(9)  U,  =  -U,^ 

ist.  Nimmt  man  nun  speciell  ^  =  (—  l)''y  ^  so  fallen  beide  Punkte 
zusammen  in  einen  und  denselben  Punkt  der  Ebene  (2).  Da  die 
Function  U  einwerthig  ist,  so  muss  in  diesem  Falle 

Ü,  =   U, 
sein,  und  dies  gibt  mit  Rücksicht  auf  (9): 

(10)  U,  =  U^=Q. 

Auf  demselben  Wege  ist  der  Beweis  zu  führen,  wenn  die 
beiden  Punkte  symmetrisch  liegen  zu  einer  Ebene  der  zweiten 
oder  der  dritten  Schaar.  Demnach  erfüllt  der  Ausdruck  (1)  auch 
die  erste  der  aufgestellten  Bedingungen. 

Dies  kann  man  auch  aus  der  mechanischen  Bedeutung  der 
durch  (1)  ausgedrückten  Function  U  erkennen.  Danach  ist  nemlich 
U  die  Potentialfunction  für  den  Fall,  dass  in  jedem  Unstetigkeits- 
punkte  eine  Masseneinheit  concentrirt  ist,  und  zwar  die  positive 
oder  die  negative,  je  nachdem  h  -|-  m  -f  n  gerade  oder  ungerade 
ist.  Da  eine  positive  Masse  den  Punkt  (x,  ij,  z)  anzieht,  so  ist 
die  Bedeutung  der  negativen  Masse  leicht  zu  erkennen.  Sie 
stösst  den  Punkt  ab.  Nehmen  wir  nun  irgend  eine  Ebene  aus 
den  drei  Schaaren,  so  findet  sich  zu  jedem  anziehenden  Massen- 
punkte ein  abstossender,  so  dass  beide  in  Beziehung  auf  die  Ebene 
symmetrisch  liegen.  Von  einem  Punkte  (cc,  y,  z)  in  dieser  Ebene 
haben  demnach  beide  Massenpunkte  gleiche  Entfernung.  Ihre 
Massen  sind  entgegengesetzt  gleich.  Sie  liefern  also  zu  der  Po- 
tentialfunction den  Beitrag  Null.  Dies  gilt  aber  von  allen  mit  Masse 
erfüllten  Punkten,  und  daher  ist  der  Werth  der  Potentialfunction 
für  jeden  Punkt  (x,  y,  z)  in  der  Ebene  überhaupt  gleich  Null. 
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Wir  können  die  Function   U  auch  in  Form  eines  bestimmten 
Integrals  ausdrücken.    Es  ist  nemlicli 


/ 

ü 


ds  , 

«       ----   =    "J/tt  . 


V 


Setzt  man  s  =  Nt^  so  ergibt  sich 

-i^t    dt 


tt/ 


VnJ       Yt      Yn 

.   0 

Wir  erhalten  danach  für  U  den  neuen  Ausdruck : 

(11)      u=Y,YiYi'^  r_^p-^u+n-..jt 

—  Gc— cc — oc     y     ~   *J  yt 

Hier  ist  nun  freilich  zuerst  die  Integration  und  nachher  sind  die 
drei  Summirungen  auszuführen.  Man  darf  aber  auch  zuerst  die 
drei  Summirungen  vornehmen  und  dann  integriren,  also: 

Die  dreifach  unendliche  Reihe  in  (12)  zerfallt  ohne  weiteres  in 
das  Product  der  drei  einfachen  Reihen: 

00 

y  (_.  1)^  g- '  [^« + (- 1)"  ^' -  *]^ 

00 

CO 

y  (-_  n»»  g- « [™  z- +  (- ir  2/' -  2/]  ^ 

GC  - 

CO 

y  r ;[)'»g-<[»c  +  (-l)"z'-z]2 

CO 

Jede  dieser  Reihen  lässt  sich  leicht  durch  die  Functionen  d 
ausdrücken,  welche  Jacobi  in  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen eingeführt  hat. 

§•  24. 
Beispiel:    Potentialfundion  eines  homogenen  Ellipsoids. 

Ehe  wir  in  der  allgemeinen  Untersuchung  der  Function  U 
weiter  gehen,  soll  die  Potentialfunction  in  einigen  besonderen 
Fällen  betrachtet  werden. 
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Der  anziehende  Körper  sei  ein  Ellipsoid  mit  den  Halbaxen 
rt,  &,  c.  Die  Dichtigkeit  p  soll  constant  sein.  Der  Punkt  (et-,  y,  z) 
liegt  in  der  Oberfläche  des  EUipsoids,  wenn 


ist.    Er  liegt  ausserhalb  oder  innerhalb  des  EUipsoids,  je  nachdem 


+  ^-1 


positiv   oder  negativ.     Um   die  Unterscheidung   dieser   drei   Fälle 
möglichst  zu  vereinfachen,  betrachten  wir  die  Function 


(l) 


Fis)  = 


s  -\-  a 


r-f 


y 


4-6^ 


+ 


s  -{-  c' 


—  1. 


Dieselbe  wird  unendlich  für  drei  Werthe  von  s,  nemlich  für 
=  —  a^,  für  5  ==  —  52  und  für  s  =  —  c^.  Bezeichnen  wir  mit 
eine  unendlich  kleine  positive  Grösse,  so  zeigt  sich 


Fi- 


.S)=—  C50,     F(~b^—z): 


•00, 


i^(_c2_e)  =  — , 


.62_^£)  =  -f  00,    F(—c^-\-b)  =  -^oo. 


F(-a^-\-e)  =  -\-oo,    F(- 
Ferner  ist 

i^(_cx))  =  — 1,  i'^(4-oo)  =  — 1. 
Nimmt  man  also  a^  ^  ^2  ■->  ^2  ^^^  betrachtet  s  als  Abscisse, 
F  (s)  als  Ordinate  einer  ebenen  Curve  (Fig.  14),  so  ist  der  Verlauf 
derselben  leicht  zu  überblicken.  Wenn  die  Abscisse  stetig  wach- 
send durch  eine  der  drei  Unstetigkeitsstellen  hindurchgeht,  so 
springt   die   Ordinate  von  —  cxd  auf  -\-  00.     Abgesehen  von  den 


Fi 

g.  14. 

1 

-    GO 

-«2 

\ 

b'   \         - 

c^X 

+  oc 

-1 

^ 

\ 

\ 

\ 

^^^ 

1 

Unstetigkeitsstellen,    nimmt   mit   wachsendem  s  die  Ordinate  fort- 
während ab,  weil 
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F^is)  =  - 


y'  z- 


{S  4-  «2)2  (s  _[_  52)2  (^s  _|_  ^2)2 

durchaus  negativ  ist.  Die  Curve  schneidet  demnach  die  Abscissen- 
axe  je  einmal  zAvischen  —  «^  m^(j  —  J2^  zwischen  —  6^  und  —  c^ 
und  zwischen  —  c^  und  -\-  c>o.  Die  Werthe  von  s  an  diesen  drei 
Schnittstellen  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  _F  (s)  =  0.  Nun 
ist  aber,  wie  schon  hervorgehoben,  -^^(0)  positiv  oder  Null  oder 
negativ,  je  nachdem  der  Punkt  (x,  y,  z)  ausserhalb  des  Ellipsoids 
liegt,  oder  in  seiner  Oberfläche,  oder  innerhalb.  Daraus  ergibt 
sich  leicht  für  die  Gleichung  F.{s)  =  0,  dass  ihre  gross te  Wurzel 
positiv  ist  im  ersten.  Null  im  zweiten,  negativ  im  dritten  Falle. 
Die  beiden  anderen  Wurzeln  sind  immer  negativ.  Wir  wollen  mit 
0  nur  die  grösste  Wurzel  der  Gleichung  F{s)^=0  bezeichnen. 
Zur  Abkürzung  werde 

gesetzt.  Betrachtet  man  in  der  Gleichung  F  {p)  =  0  die  vier 
Grössen  cc,  ?/,  z,  o  als  variabel  und  o  als  Function  von  jc,  ?/,  z,  so 
ergibt  sich  durch  Differentiation 

()o   2a!  3a  2y  2ia  2z 

"3^  ^(«2  -f  a)Z'      "^y  (62  -\-o)V      ^""(c2-:f^' 

So  lange  der  Punkt  (ic,  y,  z)  ausserhalb  oder  in  der  Oberfläche 
des  Ellipsoids  liegt,  sind  die  Grössen  a"^  -|-  o,  b"^  -{-  o,  c"^  -\-  o  po- 
sitiv und  verschieden  von  Null.  Die  Grösse  l  ist  positiv  und  wird 
nur  dann  zu  Null,  wenn  entweder  a;  ^^  ?/  =  2  =  0  oder  wenn  eine 
dieser  Coordinaten  unendlich  gross  ist.  Wir  wollen  die  Function 
0  nur  für  solche  Punkte  {x^  y^  z)  betrachten,  die  ausserhalb  oder 
in  der  Oberfläche  liegen.  Unter  dieser  einschränkenden  Voraus- 
setzung sind  - — ,  — — ,  - —  endlich  und  stetig  variabel,  so  lange 
^  dx'     ^y  '     l)z  ^  '  ^ 

£c,  2/,  z  endlich  sind.  Die  Function  o  ist  deshalb  ebenfalls  stetig 
variabel.  Sie  ist  unter  der  eben  gemachten  Voraussetzung  positiv 
und  bleibt  endlich,  so  lange  keine  von  den  Coordinaten  x,  ?/,  z 
unendlich  gross  genommen  wird.  Für  einen  unendlich  entfernten 
Punkt  (x,  y,  z)  ist  a  =  -|-  00. 

Der  Ausdruck  für  die  Potentialfunction  soll  hier  nicht  abge- 
leitet werden.  Wir  wollen  ihn  als  gegeben  ansehen  und  den  Be- 
weis führen,  dass  er  allen  Bedingungen  genügt,  durch  welche  die 
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Potentialfunctiou    vollständig    und    eindeutig    charakterisirt    wird 

(§§.  18.  22). 

Wir  setzen  zur  Abkürzung 


und  bezeichnen  mit    \  den  Werth,  welchen  D  annimmt  für  s  ^=^  a. 
Es  soll  nun  bewiesen  werden,  dass 


^^^P^i^-.^'        " 


(2)  V=  rp  j  -j^  (1  -^y^^  -  55-477  -  oH^)' 

*0 

wenn  der  Punkt  (x,  y,  z)  im  Innern  des  Ellipsoids  liegt;  und 

(3)    v= up j  -^- (1  -^^  - p-^ - ^^y 

a 

wenn  er  ausserhalb  liegt.     Man  kann  die  Ausdrücke  (2)  und  (3) 
auch  in  die  Form  bringen 

Die  untere  Grenze  der  Integration  ist  0  oder  o,  je  nachdem 
die  Gleichung  (2)  oder  (3)  zu  Stande  kommen  soll. 

Liegt  der  angezogene  Punkt  im  Innern  des  Ellipsoids,  so 
ist  V  eine'  rationale  ganze  Function  zweiten  Grades  von  x,  ?/,  2, 
und  da  diese  Variabein  durchaus  endliche  Werthe  behalten,  so 
ist  die  Function  V  für  jeden  Punkt  im  Innern  des  Ellipsoids  end- 
lich und  stetig  variabel. 

Liegt  der  angezogene  Punkt  ausserhalb  des  Ellipsoids,  so 
hängt  die  Function  V  von  x,  y,  z  direct  ab,  insofern  die  Factoren 
a;2,i/2,a2  auftreten,  und  indirect,  insofern  die  untere  Integrations- 
grenze a  eine  Function  von  jc,  ?/,  z  ist.  Die  Aenderung,  welche 
V  bei  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung  des  angezogenen  Punk- 
tes erleidet,  setzt  sich  also  aus  zweien  zusammen,  nemlich  aus 
der  unendlich  kleinen  Aenderung,  die  von  den  Factoren  x'^^y'^^z'^ 
herrührt,  und  aus  der  Aenderung,  die  sich  ergibt,  wenn  man  nur 
o  variabel  nimmt.  Nun  sind  aber  die  Integrale  stetige  Functionen 
von  a,  und  o  selbst  ist  eine  stetige  Function  von  x^y.z.  Daher 
ist  V  endlich  und  stetig  variabel,  wenn  der  Punkt  {x,  ?/,  z)  ausser- 
halb des  Ellipsoids  liegt.     Dies   gilt  auch   noch,   wenn  er  in  un- 
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endliche  Entfernung  rückt.  Denn  wenn  irgend  eine  der  Coordi- 
nuten  (cc,  ?/,  z)  unendlich  gross  wird,  so  wird  die  grösste  Wurzel  a 
der  Gleichung  F  (s)  =  0  ebenfalls  unendlich  gross.  Dann  hat  in 
(3)  die  letzte  Klammer  unter  dem  Integral  den  Werth  Null.    Der 

Factor   jj  ist  auch  gleich  Null,  und  die  Grenzen  der  Integration 

fallen  zusammen.  Folglich  wird  F=0,  wenn  der  angezogene 
Punkt  in  unendlicher  Entfernung  liegt. 

Für  einen  Punkt  {x,  y,  z)  in  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  ist 
0  =  0.  Die  Integrale  (2)  und  (3)  sind  dann  also  einander  gleich. 
Folglich  erleidet  V  auch  dann  eine  stetige  Aenderung,  wenn  der 
angezogene  Punkt  durch  die  Oberfläche  des  Ellipsoids  hindurchgeht. 

Danach  ist  bewiesen,  dass  die  Function  V  im  ganzen  unend- 
lichen Räume  endlich  und  stetig  variabel  ist,  und  dass  sie  den 
Werth  Null  hat  in  unendlicher  Entfernung. 

Wir  untersuchen   die   ersten  Derivirten.     Aus  (2)  findet  sich 


0 

Dies  gilt  für  einen  Punkt  (x-,  y,  z)  im  Innern  des  Ellipsoids.  Aus 
(3)  ergibt  sich  dagegen 

(T 

_         J_  2x         /  x^ tß  z^     \ 

1  2  X 

Da  nun  -r-  und    ,  ,    . — r^  nicht  unendlich  werden  können  und 

die  letzte  Klammer  gleich  Null  ist,  so  erhält  man 

(5)  ^  =  -2-P»r-nT4^- 

a 

Dies  gilt  für  einen  Punkt  (x,y,z)  ausserhalb  des  Ellipsoids. 
Liegt  der  Punkt  in  der  Oberfläche,  so  ist  in  (5)  die  Grösse  a  =  0 
zu   setzen,   und   die  Integrale   (4)   und   (5)   sind  einander  gleich. 

Folglich  ist  — —  überall  endlich  und  stetig  variabel.   Dies  gilt  auch 

in  unendlicher  Entfernung.     Denn  es  ist  für  einen  unendlich  ent- 
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fernten  Punkt  {x,  y,  z)  der  Quotient  — ^—j- —  innerhalb  der  Inte- 

a    -\-  s  ^ 

tegrationsgrenzen  nicht  unendlich  gross.  Der  Factor  -y  ist  Null 
und  die  Integrationsgrenzen  fallen  zusammen.  Folglich  ist 
— _  =  0  in  unendlicher  Entfernung. 

Die  Ausdrücke  und  -- —  finden   sich,   wenn   man   in  (4) 

2)y  7)Z 

und  in  (5)  y  und  5,  resj).  z  und  c  vertauscht  mit  x  und  a.    Daher 

sind   auch  und  — —   überall  endlich  und  stetig  variabel  und 

dy  dz 

in  unendlicher  Entfernung  gleich  Null. 


(ß) 


Aus  (4)  ergibt  sich  durch  nochmalige  Differentiation 
327  ^         r         ds 


-2.,J- 


öa?2     —        "'^l^J   D{a^-{-s) 
0 

Dies  gilt  für  einen  Punkt  (a?,  y,  z)  im  Innern  des  P]liipsoids,    Aus 
(5)  erhält  man  dagegen 

^'^V  _  r    *    ds  ,         2Trp.'«        3a 


^P/^ 


(T 

Dies  gilt  für  einen  Punkt  (x,  y,  z)  ausserhalb  des  Ellipsoids. 
Beide  Ausdrücke  sind  endlich  und  ändern  sich  stetig,  wenn  nur 
der  Punkt  (cc,  y,  z)  im  einen  Falle  innerhalb,  im  andern  Falle  ausser- 
halb des  Ellipsoids  bleibt.  Lässt  man  ihn  von  der  einen,  und  von 
anderen  Seite  in  die  Oberfläche  hineinrücken ,  so  geben  die  Aus- 
drücke (6)  und  (7)  verschiedene  Werthe.  Nur  für  x^^^O  sind  sie 
einander  gleich. 

Die  Ausdrücke  — ^r-  und  — -^^  ergeben  sich  aus  (6)  und  (7) 
ly^  oz^ 

durch  Buchstaben- Vertauschung.  Wir  bilden  die  Summe  der  zweiten 
Derivirten  und  erhalten  für  einen  inneren  Punkt  (x^y^z) 

32F  ,  S2F   ,  327  ^        rds  /      1        .        1        ,        1      \ 


/ds  r      1 


0 
Es  findet  sich  aber 

ds  a2-|-s  "^  &2_|_s  "1     c2-f  s' 


folglich  ist 


94  Zweiter  Abschnitt.    §.  24. 


P ur  s  =  oo  ist  Z)  =  oo ,    für  s  ^^0   dagegen  D  =  \.     Also 
ergibt  sich 

r«>i     -  s^F     3^7     y^F 

wenn  der  Punkt  (x,  y,  z)  im  Innern  des  Ellipsoids  liegt. 
Dagegen  haben  wir  für  einen  äusseren  Punkt 
a^F        327       |2j^ 


'^(-i) 


=  —  4  r:  p    '  ^ ds 

as 

^^  ^^«^  +  0  "^  "^  62-f  a    ?^  "^  c2-j-o    S^/ 

Der  Werth  des  Integrals  ist  =  — r —    Ferner  haben  wir 

/\ 

X         2o     .  y  3a     ,  z         <)o 


a^  -\-  o    'bx          62  -|-  0    S?/  c2  -|-  o    Sz 
2  «2         _^ 2^2 2^2 


(a2  +  0)2  Z     '      (&2  -I-  a)2  Z     '     (c2  -f  0)2  l 
2t/       cc       \  /       u       \^         /       2^        \^  § 

=  T |(a2  ^g)    +  (i2Tf:v)    "^  (  C2  -f  o  )  (* 

-=  2. 

Folglich  erhalten  wir 

wenn  der  Punkt  (cc,  ?/,  s)  ausserhalb  des  Ellipsoids  liegt. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  Integrale  (2)  und  (3)  in  der 
That  die  Potentialfunction  des  Ellipsoids  von  der  constanton 
Dichtigkeit  p  ausdrücken. 
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§.  25. 
Fortsetzung:  Anziehung  des  Ellipsoids. 

Wir  suchen  die  Gesetze  der  Anziehung  auf,  wie  sie  aus  der 
Potentialfun ction  des  Ellipsoids  sich  ergeben.  Die  Gesammtmasse 
M  des  Ellipsoids  wird  ausgedrückt: 

3 

Demnach  ist  die  Potentialfunction 


M  :=^  -^  ahc  TT  p. 


(1)    F  =  3 « r--  °'+-  -i'+^_^A as, 

wenn  der  Punkt  (cc,  ?/,  z)  im  Innern  des  Ellipsoids  liegt.  Für 
einen  äusseren  Punkt  muss  die  untere  Integrationsgrenze  nicht  0, 
sondern  a  sein.  Man  kann  aber  auch  in  diesem  Falle  die  untere 
Grenze  0  wiederherstellen,  wenn  man  unter  dem  Integral  statt  s 
überall  s  -j-  o  schreibt.     Setzt  man  dann  noch  zur  Abkürzung 

2      I  2  7  2      I  7  2  2      I  2 

a    -\-  o  =^  üi,         b    -}-o  =  Oj,  c    -|-a  =  C|, 

so  ergibt  sich  für  einen  äusseren  Punkt  (a?,  ?/,  z) 

(2)  V^^^^M  P     ^    ^^+^        ^^  +  ^        <-^'^-  ds. 

Darin  spricht  sich  der  Satz  aus: 

Das  Ellipsoid  von  constanter  Dichtigkeit  übt  auf 
einen  äusseren  Punkt  (x,  y,  z)  dieselbe  Anziehung  aus,  als 
ob  seine  Gesammtmasse  gleichförmig  über  das  confocale 
Ellipsoid  vertheilt  wäre,  auf  dessen  Oberfläche  der 
Punkt  (a?,  ?/,  z)  liegt.*) 

Beachtet  man  nemlich  die  Gleichungen,  durch  welche  a^  &j,  cf 
definirt  sind,    so   geht  die  Gleichung  i^(a)  =  0  in  folgende  über: 


*)  Ueber  diesen  Satz  vergleiche  man  die  Abhandlung  von  Gauss: 
Theoria  attractionis  corporum  sphaeroidicorum.  In  dem  Artikel  1  findet  man 
auch  die  Geschichte  des  Problems. 
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Diese  Gleichung  drückt  aus ,  dass  der  Punkt  (x,  y^  z)  auf  der 
Oberfläche  eines  Ellipsoids  liegt,  welclies  mit  dem  gegebenen  den 
Mittelpunkt  und  die  Lage  der  Hau2)taxen  gemein  hat.  Die  Ober- 
fläche des  gegebenen  Ellipsoids  und  die  Fläche  (3)  schneiden  die 
Coordinaten- Ebenen  in  je  zwei  Ellipsen  mit  gemeinschaftlichen 
Brennpunkten.  Solche  Ellipsen  heissen  confocal,  und  die  in 
Rede  stehenden  Ellipsoide  werden  ebenfalls  confocal  genannt. 

Die  Componenten   der  Anziehung   auf  einen   inneren   Punkt 
sind:  ^ 


^-^''^VlTia 


7>X  --'f-J    ^^^2   _|_^) 

0 

0 

SF  ,.  r"       ds 


Z  = 


=  -..p./- 


Setzen  wir  s  =  a'^s^^  so  ergibt  sich 


X=  —  2-iz^x 


(5)     Y=-2T.^y 


Z=  —  2t. 


ds^ 


1(1 +.,,)i/(i +.,)(! +|^''.)(l+7^'■)' 

OD 

^  ds^ 


Diese   Ausdrücke    bleiben   dieselben,    wenn    die    Verhältnisse 
6         ,    c 
—  und  —  constant  genommen  werden.     Sie  sind  von  der  Grösse 

der  Halbaxen  unabhängig. 

Zwei  ähnliche  Ellipsoide  von  derselben  constanten 
Dichtigkeit,  welche  den  Mittelpunkt  und  die  Lage  der 
Hauptaxen  gemein  haben,  üben  demnach  auf  einen  Punkt 
(x,  y,  z)  gleiche  Anziehung,  wenn  er  im  Innern  oder  auf  der 
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Oberfläche  des  kleineren  Ellipsoids  liegt.  Der  Raum 
zwischen  beiden  Oberflächen  übt  auf  den  inneren  Punkt 
gar  keine  Wirkung. 

Hiernach  ist  die  Anziehung  eines  Ellipsoids  von  constanter 
Dichtigkeit  auf  einen  inneren  wie  auf  einen  äusseren  Punkt 
dieselbe  Avie  die  Anziehung  eines  Hülfsellipsoids,  welches  mit  dem 
gegebenen  den  Mittelpunkt  und  die  Lage  der  Axen  gemein  hat 
und  den  angezogenen  Punkt  in  seiner  Oberfläche  enthält.  Für 
einen  äusseren  Punkt  ist  das  Hülfsellipsoid  dem  gegebenen  con- 
focal,  für  einen  inneren  Punkt  ist  es  ihm  ähnlich.  Die  Dichtig- 
keit des  Hülfsellipsoids  ist  in  beiden  Fällen  constant.  Für  einen 
äusseren  Punkt  hat  das  Hülfsellipsoid  dieselbe  Gesammtmasse,  für 
einen  inneren  Punkt  dieselbe  Dichtigkeit  wie  das  gegebene. 

Ist  der  Punkt  («,  ?/,  z)  a  u  s  s  e  r  halb  des  anziehenden  Ellip- 
soids gelegen,  so  hat  man  in  den  Integralen  (4)  als  untere  Grenze 

a  zu  setzen,  folglich  in  (5)  als  untere  Grenze  — r^.     Die  Ausdrücke 

(5)  sind  also  nicht  mehr  unabhängig  von  a.  Man  kann  deshalb 
ausser  dem  ersten  Ellipsoid  ein  zweites  concentrisches  betrachten, 
dessen  Hauptaxen  dieselbe  Lage  haben,  aber  im  Verhältnis  1  -|-  £  :  1 
grösser  sind.  Wir  wollen  dann  s  unendlich  klein  werden  lassen 
und  nach  der  Anziehung  der  unendlich  dünnen  Schicht  zwischen 
den  beiden  ellipsoidischen  Oberflächen  fragen. 

In  den  Integralen,    welche   für  (5)   an  die  Stelle   treten,   ist 

von  einem  Ellipsoid  zum  andern  nur  die  untere  Grenze  — -  va- 
riabel.     Man  hat  also: 

dX  =  2 t:  p  a;  d  {-„)  - 

Für  a  gilt  die  Gleichung: 

""     «2  a^  a2  a^  «2 

Daraus  ergibt  sich  durch  Differentiation: 

\     2_  ,    _   , 

—  2a  da 


=  2a22; 

Schwere,  Ehiktricität  n.  MaKuetisinus. 
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dies  lässt  sich  kürzer  schreiben 

—  aHd  (4^)  =  2  «2  £. 
Foldich  ist 


Dies  ist  die  eine  Componente  der  Anziehung,  welche  die  unend- 
lich dünne  ellipsoidische  Schicht  auf  den  äusseren  Punkt  {x,  ?/,  2) 
ausübt.  Wir  wollen  sie  mit  E  bezeichnen.  Die  beiden  anderen 
Componenten  H  und  Z  finden  sich  durch  Buchstabenvertauschung. 

Also  hat  man 

„  4  TT  p  e 

z  =  — 

Hieraus  ergibt  sich  die  Gesammtkraft  P,  mit  welcher  der  Punkt 
(cc,  ?/,  z)  von  der  unendlich  dünnen  Schicht  angezogen  wird : 


^^  ~      /\l      ''^(a2_^a)  +(62_[_a)  +(_c2+a)    ' 
d.  h.  kürzer 

Die  Winkel,  welche  die  Richtung  von  P  mit  den  positiven  Coordi- 
natenaxen  einschliesst,  finden  sich  aus  den  Gleichungen: 

cos  {x  P)  =      TT      :  VT, 
(8)  cos(2/P)  =  -^-P^:l/r, 

Diese  Gleichungen  sind  leicht  zu  interpretiren.  Legt  man  im 
Punkte  {x,y,z)  an  die  Fläche  (3)  die  Tangentialebene,  so  lautet 
deren  Gleichung 

|y5  +  fr,  +  ^C-l=0, 
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oder,  was  dasselbe  ist: 

Bringt  man  diese  Gleichung  in  die  Normalform,  so  erhält  man 

$  cos  a  -|-  Ti  cos  ß  -4-  C  cos  y — :  =  0. 

Vi 

Darin  ist  -—  rlie  Länge  des  Perpendikels,  welches  vom  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten  auf  die  Tangentialebene  gefällt  ist,  und 
<z,  ß,  Y  sind  die  Winkel,  welche  dies  Perpendikel  (in  der  Piclitung 
vom  Anfangspunkte  nach  der  Ebene)  mit  den  positiven  Coordinaten- 
axen  einschliesst.  Für  die  Cosinus  dieser  Winkel  erhält  man  die 
Ausdrücke : 

cos  a  =  -—— :  ]/r 

(9)  cos  ß  =  ---L  :  yr, 


rt2 

'■-j-a 

y 

62 

-f  a 

z 

cosY=-^-^-j---:]/L 

Dieselbe  Richtung,  wie  das  eben  betrachtete  Perpendikel,  hat 
die  im  Punkte  («,?/,  z)  nach  aussen  gezogene  Normale  der  Fläche  (3), 
Vergleicht  man  nun  die  Ausdrücke  (S)  und  (<)),  so  ergibt  sich  ohne 
weiteres,  dass  die  Richtung  von  P  durch  die  vom  Punkte  {x,  y,  z) 
aus  nach  innen  gezogene  Normale  der  Hülfs-Ellipsoidfläche  (3) 
angegeben  wird. 

D.  h.  wir  haben  den  Satz: 

Wenn  die  Masse  von  constanter  Dichtigkeit  eine 
Schale  von  unendlich  kleiner  Dicke  bildet,  begrenzt  von 
zwei  ähnlichen,  concentrischen  Ellipsoidflächen  mit 
gleichgerichteten  Hauptaxen,  so  übt  sie  auf  einen  Punkt 
im  äusseren  Raujne  eine  anziehende  Kraft  aus.  Die  Rich- 
tung derselben  fällt  in  die  von  diesem  Punkte  aus  nacli 
innen  gezogene  Normale  einer  Ellipsoidfläche,  welclie 
den  angezogenen  Punkt  in  sicli  cntliält  und  der  äusseren 
Begrenzungsfläche    der    Scliale    confocal    ist.      Dies    gilt 

7* 
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auch    dann    noch,    wenn    der    angezogene    Punkt    auf   der 
äusseren  Oberfläche  der  Schale  selbst  liegt.*) 

§.  26. 
Anziehung  eines  homogenen  elliptischen  Cylinders. 

Wir  gehen  zu  der  Aufgabe  über,  die  Anziehung  eines  geraden 
Cylinders  zu  berechnen,  dessen  Endflächen  Ellipsen  sind.  Die 
Dichtigkeit  p  sei  constant.  Wir  legen  das  Coordinatensystem  so, 
dass  die  Endflächen  ausgedrückt  werden  dui'ch  die  Gleichungen 

a;  =  0     und     x  =--  a 
und  die  krumme  Oberfläche  durch  die  Gleichung 

(1)  f^  +  |--i=o- 

Die  Axe  der  x  fällt  dann  in  die  Axe  des  Cylinders  und  die  Basis- 
fläche liegt  in  der  ?/.3  Ebene. 

Die  Untersuchung  lässt  sich  auf  eine  einfachere  zurückführen. 
Man  betrachte  einen  Cylinder,  der  mit  dem  gegel)eiien  die  krumme 
Oberfläche  gemein  hat,  aber  keine  Endflächen  besitzt,  also  von 
3'  =  — CO  bis  y?  —  4- oo  sich  erstreckt.    In  seinem  Innern  sei  die 

Dichtigkeit  = \y  p   von   tc  =  —  oc   bis   .t  =  0   und   =  4-  ---  p 

von  X  =  0  bis  x  =  +  <^-  Audi  hier  soll  die  im  Punkte  (i«,  ?/,  z) 
concentrirte  positive  Masseneinheit  angezogen  werden  von  einer 
positiven  Masse,  dagegen  abgestossen  Averden  von  einer  ne- 
gativen Masse.    Man  denke  sich,  die  Potentialfunction  dieser  Masse 

sei  bekannt,  nemlich 

F  (r/!,  y,  z). 

Dann  ist,  wie  man  leicht  sieht, 

F  {x  —  a,  y,z) 

die  Potentialfunction,  die  von  demsell)en  Cylinder  herrührt,  wenn 

die  Dichtigkeit  = ,.-  p    ist  von  x'  ^  —  00   bis   x  =  -\-  a  und 

1 

=  -j-        p  von  X  =  -{-  a  bis  x'  =  -[-  c>o- 

Durch  Superposition  erhält  man 

F{x,tj,z)  —  F{x  —  a,y,z) 

*)    Man    vergleiclic    auch:    Ivory.      (Philosophical    Transactions.    18011.) 
Dirichlet.     (Abhanclhipgen  der  Berliner  Akademie.    1839.) 
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als  Potentialfunction  für  den  Fall,   class  im  Innern  des  Cylinders 
die  Dichtigkeit  -=  0  ist  von  a;  =  —  oo  bis  x  =  0  und  von  tc  =  -f-  a 
bis  a;  =  -j-  oo,   dagegen  =  p  von  x  ==0  bis  x  =  a.     Dieser  Fall 
ist  der  unserer  Aufgabe. 
Wir  setzen 


=  .(1 


y 


«  + 


^) 


und  sehen  s  als  Unbekannte  an  sowohl  in  der  Gleichung 

(2)  t  —  x'^  =0, 
als  auch  in  der  Gleichung 

(3)  t  =  0. 

Beide  Gleichungen  sind  vom  dritten  Grade.  Dass  sie  lauter 
reelle  Wurzeln  haben,  beweist  man  auf  demselben  Wege  wie  für 
die  Gleichung  F  (s)  =:  0  in  §.  24. 

So  lange  x  von  Null  verschieden  ist,  hat  die  Gleichung  (2) 
dieselben  Wurzeln  wie  die  Gleichung  =  0.     Nimmt  man 

i2  ^ 


also  s  als  Abscisse  und 


t 


x^ 


als  Ordinate  einer  Curve  (Fig.  15), 


so  sieht  man,  dass  bei  stetig  wachsendem  s  die  Ordinate  von  -j-  oo 


Fig.  15. 


-r 


auf  —  oo  springt  an  den  drei  Stellen  s  ~  —^^,  s  =  —  ^('^,  s  =  0. 
Ist  ß2  >  72,  so  schneidet  die  Curve  die  Abscissenaxe  je  einmal 
zwischen  —  ß^  und  —  Y^  zwischen  —  y^  und  0,  und  zwischen 
0  und  -[-00.  Die  gros ste  Wurzel  der  Gleichung  (2)  ist  also  po- 
sitiv.   Wir  bezeichnen  sie  mit  a. 

Die  Gleichung  (3)  hat  eine  Wurzel  =  0.    Die  beiden  anderen 
finden  sich,  wenn  man 
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(4) 


y 


s  + 


+  7 


,2 


=  0 


setzt.    Nimmt  man  auch  hier  s  als  Abscisse,  aber  ^~  als  Ordinate 

s 

einer  Ciirve,  so  springt  bei  stetig  wachsendem  s  die  Ordinate  von 
-j-  oo  auf  —  oo  an  den  beiden  Stellen  s  =  —  ß2  ^^^lA  ^  __  —  .,2^ 
Für  ß2  >■  72  zeigt  sich,  dass  die  Curve  die  Abscissenaxe  je  ein- 
mal schneidet  zwischen  —  ß^  ^^j^(j  —  .^2  ^^^^  zwischen  —  7  2  ^^d 
-\-  00.  Hier  ist  aber  noch  zu  unterscheiden,  ob  der  Punkt  (cc,  y,  z) 
ausserhalb  des  Raumes  liegt,  welchen  die  unbegrenzte  Cylinder- 
fiäche  (1)  umschliesst,  oder  innerhalb. 

Liegt   der   Punkt   (*,?/,  z)   ausserhalb,    so   ist   —  <  0  für 

s  =  0,  und  folglich  schneidet  die  Curve  (Fig.  16)  die  Abscissenaxe 

Fig.  16. 


-r 


-V 


+00 


zwischen  0  und  -|-  00,  nicht  aber  zwischen  -^  ^2  ^^(j  q 

Wenn   dagegen   der  Punkt  (x,  y,  z)   innerhalb   des   von  der 

Fläche  (1)  umschlossenen  Raumes  liegt,  so  ist  —  >  0  für  s  =  0. 

s 
Die  Curve  (Fig.  17)  schneidet  also  die  Abscissenaxe  zwischen  —  7^ 
und  0,  nicht  aber  zwischen  0  und  -|-  00. 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  grösste  Wurzel  der  Gleichung 
(3)  positiv  ist,  wenn  der  Punkt  (x,  ?/,  z)  ausserhalb  des  von  der 
Fläche  (1)  umschlossenen  Raumes  liegt,  und  dass  sie  gleich  Null 
ist,  wenn  er  innerhalb  liegt.  Wir  bezeichnen  diese  grösste 
Wurzel  der  Gleichung  (3)  mit  o'.  Jedenfalls  ist  a  >  a',  wenn  x 
von  Null  verschieden.  Für  einen  inneren  Punkt  (x-,  ?/,  s)  sieht 
man  dies  ohne  weiteres,  weil  a  positiv  und  a'  Null  ist.  Für  einen 
äusseren  Punkt  hat  man  dagegen  die  Gleichungen 
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1  — 


1  — 


3^  + 


=  0, 


ZU  beachten,    in  denen  a  und  a'  positiv  sind.     Diese  Gleichungen 
geben  zu  erkennen,  dass  die  positive  Summe  -rV^p"  +  ^t   i    ^'-T 

grösser  sein  muss  als  die  ebenfalls  positive  Summe       .  ^  ~r"^jiry- 
D.  h.  es  muss  o  >  o'  sein. 
Für  X  ^===^  0  ist  0  =  a'. 

Fig.  17. 


+1 


+  oo 


In  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  wollen  wir  von  jetzt  an  nur 
den  grössten  Wurzelwerth  in  Betracht  ziehen.  Man  kann  in 
der  Gleichung  (2)  o  als  gegeben  ansehen.  So  lange  der  Werth 
von  a  grösser  als  Null  ist,  darf  man  statt  der  Gleichung  (2)  auch 
schreiben : 


y 


Z' 


=--  0. 


Dann  ist  der  Punkt  («,  ?/,  z)  auf  der  Oberfläche  eines  Ellipsoids 
zu  suchen,  dessen  Hauptaxen  in  die  Coordinatenaxen  fallen.  Lässt 
man  o  alle  positiven  Werthe  bis  --{-  oo  durchlaufen,  so  erhält  man 
eine  Schaar  von  unendlich  vielen  confocalen  Ellipsoiden.  Ihre  Durch- 
schnitte mit  der  ?/a Ebene  sind  Ellipsen,  die  mit  der  Schnitt- 
Ellipse  der  2/ 2  Ebene  und  der  Cylinderfläche  (1)  die  Brennpunkte 
gemein  haben. 

Für   0  --  0  degenerirt  das  Ellipsoid   in   eine   Cylinderfläche, 

nemlich  die  Fläche  (1). 
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Sollen  umgekehrt  in  der  Gleichung  (2)  x,  y,  z  gegeben  sein ,  so 
wird  dadurch  aus  der  Schaar  von  Elliijsoiden  ein  einziges  heraus- 
gehoben, oder,  was  dasselbe  sagt,  es  wird  dadurch  o  eindeutig 
bestimmt. 

Sieht  man  in  der  Gleichung  (3)  die  grösste  Wurzel  o'  als  ge- 
geben an,  so  ist  der  Punkt  (cc,  y,  z)  auf  der  Oberfläche  eines  ellip- 
tischen Cylinders  zu  suchen,  dessen  Axe  in  der  Axe  der  x  liegt. 
Legt  man  der  Grösse  a'  alle  Werthe  von  0  bis  -f- cx)  bei,  so  er- 
hält man  eine  Schaar  von  unendlich  vielen  elliptischen  Cylindern. 
Ihre  Durchschnitte  mit  der  ?/z  Ebene  sind  confocale  Ellipsen. 
Eine  von  ihnen  ist  zugleich  der  Durchschnitt  der  ?/cc  Ebene  und 
der  Cylinderfläche  (1).  Sie  wird  von  allen  anderen  umschlossen. 
Sollen  umgekehrt  x,  y,  z  gegeben  sein,  so  ist  zu  unterscheiden,  ob 
der  Punkt,  dem  diese  Coordinaten  angehören,  ausserhalb  oder 
innerhalb  des  von  der  Eläche  (1)  umschlossenen  Raumes  liegt. 
Im  ersten  Ealle  gehört  er  der  Oberfläche  eines  einzelnen  von  den 
unendlich  vielen  Cylindern  an,  im  andern  Ealle  wird  er  von  allen 
Cylinderflächen  umschlossen.  In  beiden  Fällen  ist  o'  eindeutig  be- 
stimmt, im  ersten  grösser  als  Null,  im  zweiten  gleich  Null. 

Die  Potentialfunction  F{x,y,  z)  kann  man  durch  ein  einfaches 
Integral  nicht  ausdrücken,  wohl  aber  jede  der  Kraft-Componenten 
X,  y,  Z.  Wir  wollen  auch  hier  die  Ausdrücke  nicht  herleiten, 
sondern  sie  als  gegeben  ansehen  und  ihre  Richtigkeit  nachträglich 
beweisen. 

Diese  Ausdrücke  sind 

Yt  —  £C2  ds 


-r—  ds 
öS 


'    vO+f)('+^)  '^"' 


X' 


+  2s7:p-j^. 


y         .  ^'  +  T 


2  —  y2        ^  /■ 


ß'-T 


ni+f)(i+f) 


(7)         Z 
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y(i+f)(n-^-) 

a'+ß2 


tVt 


In  (G)    und  (7)   ist  s  =  +  1  für  x-  >  0  und  £  =  —  1  für  x  <  0. 
Um  die  Ausdrücke  (5),  (6),  (7)  zu  verificiren,  ist  es  nothwendig, 
zunächst  zu  beweisen,  dass  sie  den  partiellen  Differentialgleichungen 
genügen : 

1y  Ix 

IZ  __  5Z 

7)X  7)Z 

Es   muss   ferner   bewiesen   werden,   dass   ausserhalb  des  mit 

Masse  erfüllten  Cylinders,  also  für  ^^  -| 2'^  1'  ^^^  Gleichung 

erfüllt  ist:  '  "^ 


dagegen  im  Innern  jenes  Cylinders,  d.  h.  für  -*:—  -} ^  <C  1,  die 

andere  Gleichung:  ^  ' 

wenn  £  =  -j-  1  für  x'  >■  0  und  c.  =  —  1  für  a^  ■<  0. 

Es  muss  endlich  gezeigt  werden,  dass  in  unendlicher  Entfernung 
von  dem  mit  Masse  erfüllten  Cylinder,  d.  h.  für  lim(?/2-|-^^)  =  ^^• 

(11)  z  =  0,    r  =-  0,   z  =  0. 

Wir  wollen  noch  bemerken,  dass  nach  der  Natur  der  Aufgabe 

(12)  zlo}    ^*i^^  =  Ö- 

Denn  zu  irgend  einem  Massenelemente  auf  der  Seite  der  positiven 
X    lässt    sich  ejn  zugehöriges   Massenelement  auf  der   Seite   der 
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negativen  x  finden,  so  dass  sie  zur  ?/ 3 Ebene  symmetrisch  liegen. 
Die  beiden  Massenelemente  sind  einander  entgegengesetzt  gleich. 
Sie  haben  von  einem  beliebigen  Punkte  (0,  ?/,  z)  der  2/2  Ebene 
gleichen  Abstand.  Folglich  ist  der  Beitrag,  den  sie  zu  dem  Werthe 
der  Potentialfunction  im  Punkte  (0,  y,  z)  liefern,  gleich  Null.  In 
dieser  Weise  lassen  sich  aber  alle  Massenclemente  paarweise  zu- 
sammenordnen,  und  es  hat  deshalb  die  Potentialfunction  V  an 
ieder  Stelle  der  ?y2 Ebene  den  constanten  Werth  Null.    Daraus  er- 

.  .  .  IV      IV    . 

gibt   sich,    dass   auch   die  Derivirten   - — ,   — —   m   der  ws Ebene 

°  '  7>y        ^z  '^ 

überall  gleich  Null  sein  müssen.    Dies  liefert  die  Gleichungen  (12). 

Wir  betrachten  zuerst  den  Ausdruck  für  Z,  also  die  Gleichung 

(5).    Differenziren  wir  partiell  nach  2/,  so  ergibt  sich 

7)X   _  3Z    -ht        ~bX  So 

"hy  'ht     'hy         2a     ty 

^X 
Es  ist  aber —   nichts   anderes   als   2  p   niultiplicirt  mit  der 

Function  unter  dem  Integralzeichen,  wenn  man  darin  überall  s  ^==^  a 

TiX 
setzt.    Dadurch  wird  t  —  cc^  =  0,  folglich  auch  -r —  ^^  0.    Wir  er- 
halten also  einfach 

3Z    _  __  /^"      1  ds 

"■'  ~      '  J  ^'"^ '  (^ + r)V(i+f)(i+^)' 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 


Die  Function  Y  aus  Gleichung  (6)   nehmen   wir   zunächst  in 
der  Form 

(X4)  .  ^a. 


p- 


l/(i  +  f)('+T^)''^' 


indem  wir  uns  vorbehalten,  die  Function  O  (?/,  z)  so  zu  bestimmen, 
dass  für  x  =  Q  die  erste  der  Gleichungen  (12)  erfüllt  werde. 
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Nun  ist  aber  durch  Differentiation  leicht  zu  beweisen,  dass 
1  U  2  S    /         .    l/' 


(arc  sin  \  1 —  h 


wenn  die  Quadratwurzehi  auf  beiden  Seiten  positiv  genommen 
werden.  Folglich  kann  man  auf  das  Integral  in  (14)  die  Inte- 
gration nach  Theilen  anwenden.  Man  hat  zunächst  für  das  unbe- 
stimmte Integral  die  Gleichung 

7>t 


s  +  T^ 


i+f)('+7r)     '^'- 


ds 


1+  ' 


u^yrrr^  ■  ''""'''^^ 


Y^ 


1  + 


Yi-^ 


arc  sm  ' 

t 


3  Y  TT 

Der  freie  Theil  ist  Null  für  s  —  a,  dagegen  gleich  -M^  für  s--=og. 

y  x^ 

Folglich  lautet  das  Resultat  der  Transformation: 

(15)     r  =  -  ^tey^^  +  4>  (2/.  -) 


r 

'] 

/^+;^ 

'^i  +  F 

^^P^         arcsinl/i 
Ä^  ff 

X'2 

und  hier  ist  £  =  -|-  1  für  x  >>  0,  dagegen  z  =  —  l  für  x  <C0. 
Wenn  wir  in  (15)  partiell  nach  x  differenziren,  so  ergibt  sich 


(16) 
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Der  Beitrag  -- —  — -,   der  auf  der  rechten  Seite  noch  hinzugefügt 
werden  müsste,  fällt  weg,  weil    - —  =  0  ist. 

00 

Aus  (13)  und  (16)  erkennt  man  auf  den  ersten  Blick,  dass 
die  erste  der  Gleichungen  (8)  in  der  That  erfüllt  ist. 

Es  kommt  nun  darauf  an ,  die  Function  (b  (?/,  z)  richtig  zu 
bestimmen,  so  dass  für  cc  =  0  auch  F=0  wird.  Dabei  ist  zu  be- 
achten, dass  für  x  =  0  die  untere  Grenze  a  des  Integrals  in  (15) 
übergeht  in  o'.  Nun  ist  aber  für  s  =  <z'  die  Function  t  =  0,  und 
i9lglich  wird  dann  der  Werth  von 


arc  sin  \  1 — 

völlig  unbestimmt.  Wir  nehmen  deshalb  in  dem  zu  ermittelnden 
Integral  zunächst  o'  -}-  x  o  als  untere  Grenze  und  verstehen  unter 
X  eine  unbestimmte  positive  Constante  und  unter  o  eine  positive 
Grösse,  die  nachher  der  Null  unaufhörlich  angenähert  werden  soll. 
Unter  dieser  Verabredung  bleibt  zwischen  den  Integrationsgrenzen 
(.s'  =  a'-{-xS  und  s^=oo)  die  Function  t  positiv.    Folglich  ist  jetzt 

TT 

der  Arcussinus   ^^-^i     und   das  Integral   in   (15)  hat  für  cc  =  0 

einen  angebbaren,  endlichen  Werth,  wenn  als  untere  Grenze  o'  -[-  ^  o 
genommen  wird.    Dieser  Werth  geht  für  lim  6  =^  0  über  in 

JL  fi_  _  A  a'  +  T^  I 

2  J  Y  y2" 


i^  '  V(i+f)(i+^;)j 


also  in  einen  Grenzwerth,  der  von  der  unbestimmten  Grösse  x  un- 
abhängig ist.  Dieser  Grenzwerth  ist  der  Werth  des  Integrals  in 
(15),  wenn  o'  als  untere  Grenze  genommen  und  cc  ==  0  gesetzt 
wird.    Daraus  ergibt  sich  nun  leicht,  dass 

(17)     <!.  (y,  s)  =  2  e  ^  p  ,-,-.^-, "^-^ 


''  V(i+f)(.+^) 

sein  muss,  damit  die  erste  der  Gleichungen  (12)  erfüllt  werde. 

Die  Function  Z  aus  Gleichung  (7)   nehmen   wir   zunächst  in 
der  Form 
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Durch  Integration  nach  Theilen  erhalten  wir  dafür 
(19)       Z  =  _  ^^l--  +  'F  (!/,  ^) 


■+    ^ 


arc  sin  1/  1  _  _^_  .  tZ  I  / I_ 


t      1/  j^  s 


und  es  ist  auch  hier  wieder  s  =  -}~  1  ^^^  a?  >  0  und  s  =  —  1 
für  X  <C0.  Indem  wir  jetzt  in  (5)  partiell  nach  z,  in  (19)  partiell 
nach  X  differenziren  und  die  Resultate  vergleichen,  finden  wir,  dass 
auch  die  letzte  der  Gleichungen  (8)  erfüllt  ist. 

Die  Function  ^F  (y,  z)  wird  auf  demselben  Wege  bestimmt  wie 
vorher  die  Function  (I)  (y,  z).    Man  gelangt  zu  dem  Piesultate,  dass 

z  a'  +  ß^ 


(20)      y'*(^,.)  =  23^p^p--p^ 


|/(l+f)(l  +  f) 


genommen   werden  muss,   damit  die  zweite  der  Gleichungen  (12) 
erfüllt  werde. 

Nun   bleibt  von   den  Gleichungen  (8)  noch  die  zweite  zu  be- 
weisen. 

Aus  der  Gleichung  (15)  leiten  wir  her 

cc 

3r^_  SO)  _  2pcc?/z     r*       sds  1 


und  aus  der  Gleichung  (19)  geht  hervor 


2^xyz     r*       s  ds  1 
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Folglich  erhalten  wir 

^^^)  ^^       '^f  ~    dz  ly  ' 

Niia  ist  für  einen  Punkt  im  Innern  des  unendlich  langen  Cy- 
linders  a'  =  0,  also 

^{y,z)  =  2s7:p      "^'^ 


ß2_Y2 


(2 


In  diesem  Falle  haben  wir 

^  =  0,        ^  =  0. 

■hz  '  Tiy 

Für  einen  Punkt  im  äusseren  Räume  ist  dagegen  o'  die  posi- 
sitive  Wurzel  der  Gleichung 

(22)  ^-r+w~~^+¥  =  ''- 

Daraus  berechnet  sich 

^^  "~  /    y    x"  \  ( ^-V  ' 

Aus  (17)  und  (20)  geht  dann  durch  Diiferentiation  hervor 

Es  ist  demnach  sowohl  für  einen  inneren,  wie  für  einen  äusseren 
Punkt  die  zweite  der  Gleichungen  (8)  erfüllt. 

Wir  gehen  dazu  über  nachzuweisen,  dass  unsere  Ausdrücke 
für  Z,  F,  Z  auch   den  Gleichungen   (9)   und  (10)  Genüge  leisten. 

Aus  der  Gleichung  (5)  berechnen  wir  zunächst 

(24)   ^  =  -2p.  f^^L=.        ,  ' 

■   J^'-'-'  ^l/(.  +  -„V)(i+4-) 
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Der  Beitrag ,   welcher   auf  der  rechten  Seite  noch  hinzu- 

gelugt  werden  müsste,  ist  gleich  Null,  weil  — —  =  0  ist. 

Die  Function   Y  nehmen  wir  in  der  Form  (15).     Danach  be- 
rechnet sich 


V(i+p-)(i+^) 


Das  erste  Integral  rechts  lässt  sich  transformiren  durch  Integration 
nach  Theilen.    Wir  erhalten 

^^^)  .  V 

3(1)  2  p  cc       l  Ss  _  s  -f-y'^ 


^y      -ß^--^^      ^y^ 


V(i+f)('+7.) 


/s  /      y       v^  ds 

Auf  demselben  Wege  berechnen  wir 


7iz 


/       z       \2  ds 
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Aus  den  Gleichungen  (24),  (25),  (26)  ergibt  sich  unmittelbar  durch 

Addition 

SZ         37         3Z 

7>x  7iy  "bz 


-}-  2  p  aj 


3^    ^ 
~—  ds 

öS 


tYt 


x^ 


V0+f)('+^) 


2  p  cc 


/ 1    .         s  2/-'         .         s  z^ 


Diese  Gleichung  reducirt  sicli  noch,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 
t      .         s  y"^  .         s  z"^  7)t 

ist.    Man  erhält 

(27)  ^    ilL.il  -^^     1^^^ 

Nun   ist   zu   unterscheiden ,   ob  der  Punkt  {x,  y,  z)  im  Innern  des 
unendlich  langen  Cylinders  liegt  oder  ausserhalb. 

Für  einen  Punkt  im  Innern  ist  o'  =  0  und  in  Folge  davon 
30  y2 

3^^  o  ß' 


3Z  '^y2__.  ß2 

Für  einen  inneren  Punkt  geht  also  die  Gleichung  (27)  über 

in  folgende: 

3Z         3F         3Z 

Dies  ist  die  partielle  Differentialgleichung  (10). 

Liegt  der  Punkt  (a?,  y.  z)  im  äusseren  Ilaume,  so  ist  o'  die 
eine  positive  Wurzel  der  Gleichung  (22),  also  eine  Function  von 
y  und  Ä.    Deshalb  erhalten  wir 
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l/0+F)(i+f) 


+ 


und  ferner 

W    _    2  £  ü  p        o'  +  ß2 


y  3o^ 


32  -^2   _  ß2 

+ 


>^0h-|2)(h-5 


S  TT  p  2  So' 


i/o+i;)(i+f) 


5'-fY2  3^ 


Beachtet  man  nun,  dass  nach  den  Gleichungen  (23) 

I        _'      I      ..2       A-  ■^ 


o'-l-ß2    3^     I     a'  +  Y^     3j5 
ist,  so  erhält  man  für  einen  äusseren  Punkt 


S  ^  _j_  3^  _      — 2£7rp-|-2sTr-p      _ 


7>y 


Die  Gleichung  (27)  geht  also  für  einen  äusseren  Punkt  in 
folgende  über: 

1^  +  121  +  ^  =  0. 

Dies  ist  die  jDartielle  Differentialgleichung  (9). 

Endlich  fragt  sich  noch ,  welche  Werthe  Z,  Y,  Z  annehmen, 
wenn  y  oder  z  oder  beide  unendlich  gross  werden. 

Dass  X=0  wird,  wenn  man  irgend  eine  der  drei  Coordi- 
naten  x,  y,  z  unendlich  gross  nimmt,  ist  leicht  zu  erkennen.  Denn 
es  wird  dann  o  =  oo.  Die  Grenzen  des  Integrals  in  (5)  fallen 
also  zusammen,  und  ausserdem  wird  die  Function  unter  dem  In- 
tegralzeichen zu  Null  für  s  =  oo. 

Für  Y  nehmen  wir  den  Ausdruck  (15)  und  führen  unter  dem 
Integralzeichen  die  vorgeschriebene  Differentiation  aus.  Wird  dann 
noch  (I)  (?/,  z)  aus  (17)  genommen,  so  lässt  sich  schreiben: 

Schwere,  Elektricität  ii.  Magnetismus.  g 
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1/1     ^^      2/  ^s 


+  2£p     arcsinf/1-y.y:^ 


r(i+p-)(i+TO 


ß2/v    '  r 

Das  Integral  wird  zu  Null,  wenn  wir  irgend  eine  der  Coordinaten 
x.y^z  unendlich  gross  nehmen.  Denn  es  wird  dann  o  =  cx),  die 
Grenzen  der  Integration  fallen  also  zusammen.  Die  Function  unter 
dem  Integralzeichen  wird  =:  0  für  s  =  00,  selbst  dann  noch,  wenn 

2/  ::=  00  sein   sollte.     Denn  vermöge   der  Gleichung  =  0 

„2  s 

kann  — ,        -  nicht  unendlich  gross  werden ,   wenn  s  =  a  gesetzt 

wird  und  a  =  co  ist.  Der  Werth  dieses  Bruches  ist  endlich  oder 
unendlich  klein,   je   nachdem   y  unendlich  gross  oder  endlich  ist, 

und  folglich  ist  — f—^  jedenfalls  unendlich  klein  für  s  =  o  =  00. 

Wenn  also  eine  der  Coordinaten  x,  ?/,  z  unendlich  gross  wird, 

so  hat  man 

2sßT7rp      h/V  +  7^  l 

-    ß2_.^2  2/|^    ^/^ß2         ^f 

Ist  nun  ij  endlich,  2;  =  cxd,  so  wird  a' =  00  und  in  Folge  dessen 
F=  0.  Ist  y  =  00,  so  nimmt  der  letzte  Ausdruck  für  Y  die  Form 
00  .  0  an.    Wir  schreiben  ihn  deshalb  so : 

i/Z+Z-1 

2£ßrKp      ^  a-+ß^ 

und  ermitteln  den  wahren  Werth  nach  den  Regeln  der  Differen- 
tialrechnung.   Derselbe  findet  sich 


^PT  -P  r    a'+Y^        (o'  +  ß2)2       2y 

=  -2sßT-pl/-yil!     y    .        Wp^ , 

'^  '     ^  r  a'+T^  •  a'-f-ß2      /     2/     \^   /     ^      \^ 

wenn  man  o'  und  ?/   unendlich   gross  nimmt.     Von  den  drei  va- 
riabeln  Factoren  ist  der  letzte  ein  positiver  echter  Bruch,   dessen 
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Werth  höchstens  gleich  1  ist.  Der  erste  hat  den  Grenzwerth  1, 
und  der  zweite  den  Grenzwerth  Null.  Denn  vermöge  der  Gleicliung  (22) 
muss  y^  :  (a' -[- ß^)  endlich  sein,  selbst  wenn  y  und  o'  unendlich 
gross  genommen  werden.    Folglich  ist 

lim ^ =  0 

für  y  =  oü. 

Damit  ist  bewiesen,  dass   Y  =  0  für  lim  iy"^  -\-  z'^)  =^  oo. 
Auf  demselben  Wege   wird   der  Beweis   geführt ,   dass  Z  .=  0 

für  lim  (?/2  -f-  z"^)  =  oo. 

§.  27. 
Fortsetzung:    Integration  durch  complexe  Werthe  der  Variablen. 

Die  Richtigkeit  der  Ausdrücke  für  X,  y,  Z  ist  zwar  im  vorigen 
Paragraphen  vollständig  bewiesen.  Doch  erscheint  es  nicht  un- 
zweckmässig, einen  Theil  der  Untersuchung  noch  auf  einem  anderen 
Wege  vorzunehmen.  Es  ist  dies  namentlich  die  Bestimmung  der~ 
Functionen  O  (?/,  z)  und  ^F  {y,  z) ,  wenn  man  dabei  von  den  Glei- 
chungen (14)  und  (18)  des  vorigen  Paragraphen  ausgehen  will. 

Es  handelt  sich  darum,  den  Werth  von  Zaus  der  Gleichung  (14) 
des  vorigen  Paragraphen  zu  ermitteln  für  tc  =  0.  Man  hat  dabei 
zu  beachten,  dass  für  x'  =  0  die  Grösse  a  übergeht  in  a'.  Dadurch 
wird  aber  der  Werth  des  Integrals  in  (14)  unendlich  gross,  und 
der  erste  Bestandtheil  von  Y  nimmt  in  Gleichung  (14)  die  unbe- 
stimmte Form  0  .  oo  an. 

Um  den  wahren  Werth  zu  ermitteln,  kann  man  statt  des  re- 
ellen Integrationsweges  einen  anderen  einschlagen,  welcher  durch 
complexe  Werthe  der  Variablen  führt. 

Wir  denken  uns  nach  dem  Vorgange  von  Gauss  eine  com- 
plexe Zahl  s  =  I  -[-  r,  ]/^ —  1  reprasentirt  durch  den  Punkt  einer 
Ebene ,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten  |,  r^  sind.  Die  Zahl  s 
nimmt  dann  alle  möglichen  complexen  Werthe  an,  wenn  der  Punkt 
(I,  Ti)  in  der  unbegrenzten  Ebene  in  alle  möglichen  Lagen  gebracht 
wird.  Die  Werthe  von  s  ändern  sich  stetig,  wenn  der  Punkt  (S,  r,) 
eine  ununterbrochene  Linie  stetig  durchläuft.  Wir  sagen  dafür 
der  Kürze  wegen:  die  complexe  Variable  s  durchläuft  die  Linie. 

Die  Ebene ,  in  welcher  der  Punkt  ($,  rj  beweglich  ist ,  heisst 
die  Zahlenebene.  Es  ist  vortheilhaft ,  sie  im  Unendlichen  als  ge- 
schlossen anzusehen,  d.  h.  sie  als  eine  Kugel  von  unendlich  grossem 
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Radius  aufzufassen.  Dem  Werthe  s  =  cx)  entspriclit  dann  nur  ein 
einziger  Punkt,  welcher  auf  der  unendlich  grossen  Kugel  dem 
Nullpunkte  diametral  gegenüberliegt. 

Wir  zeichnen  in  der  Zahlenebene  eine  in  sich  zurücklaufende 
Linie  L  (Fig.  18),  welche  sich  selbst  nicht  durchschneidet  und  einen 

Theil  der  Ebene  vollständig 

■^^^'  ^^'  begrenzt.    Innerhalb  dieses 

< ~ —-.      abgegrenzten    Theiles    soll 


die  Axe  der  positiven  %  von 
^^  s  ^^^  o  bis   s  =  CO  liegen, 

ausserhalb  dagegen  die  Punkte,  welche  die  beiden  negativen  Wurzeln 
der  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen  repräsentiren.  Dann 
liegen  auch  die  beiden  Punkte  der  Abscissenaxe  (s  =  — ß^)  und 
(s  =  —  y'^)  ausserhalb.  Der  Punkt  s  =  0  soll  nur  dann  innerhalb 
des   abgegrenzten   Gebietes   liegen ,   wenn   a  =  o'   und   o'  =  0  ist, 

d.  h.  wenn  x=  0  und  ^.,-  -{ ,  <  1. 

Wir  wollen  nun  zunächst  in  dem  Ausdrucke  für  X  den  reellen 
Integrationsweg  durch  einen  complexen  ersetzen. 

Für  jeden  Werth,  den  die  Variable  s  annimmt,  hat  die  Function 

(1)  /w-||/.^    '"'^ 


zwei  Werthe,  weil  die  Quadratwurzel  zweideutig  ist.  Diese  beiden 
Werthe  sind  innerhalb  des  abgegrenzten  Flächenstückes  an  zwei 
Stellen  einander  gleich,  und  zwar  =  0,  wenn  nemlich  s  =  o  und 
wenn  s  =  oo.  Für  alle  übrigen  Werthe  von  s  innerhalb  und  auf 
der  Begrenzung  des  Flächenstückes  soll  nur  ein  Werth  von/(s) 
in  Betracht  gezogen  werden,  und  zwar  nach  folgender  Vorschrift. 
Wir  zerschneiden  die  Zahlenebene  längs  der  reellen  Zahlenaxe  von 
s  =^  a  bis  s  =  -f-  ^^  und  setzen  fest,  dass  die  Variable  s  bei  ihrer 
Bewegung  in  der  Ebene  diesen  Schnitt  nicht  überschreiten,  wohl 
aber  umgehen  darf.  Soll  sie  also  die  reelle  Zahlenaxe  von  o  bis  oo 
durchlaufen,  so  ist  zu  unterscheiden,  ob  dies  unendlich  nahe  an 
dem  Schnitt  auf  der  rechten  oder  auf  der  linken  Seite  geschieht. 
Für  solche  Werthe  von  s  ist  /  (s)  reell.  Wir  setzen  fest,  dass  der 
positive  Werth  von  /  (,s)  genommen  werden  soll,  wenn  s  unendlich 
nahe  an  dem  Schnitt  auf  der  rechten  (unteren)  Seite  liegt,  und 
der  negative   Werth  von  /  (s),   wenn  s  unendlich  nahe   an   dem 
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Schnitt  auf  der  linken  (oberen)  Seite  liegt.  Wir  lassen  dann  die 
Variable  s  von  dem  Rande  des  Schnittes  aus  im  Innern  des  be- 
grenzten Flächenstückes  eine  Linie  stetig  durchlaufen,  die  im  Innern 
oder  auf  der  Begrenzung  L  endigt.  Dabei  soll,  wie  wir  ferner 
festsetzen ,  von  den  beiden  Werthen  der  Function  /  (s)  nur  die 
stetige  Fortsetzung  des  Anfangswerthes  in  Betracht  kommen.  Da- 
durch wird  erreicht,  dass  auf  der  Linie  L  und  im  Innern  des  von 
ihr  begrenzten  und  von  o  bis  cxd  zerschnittenen  Flächenstückes  die 
Function  /  (s)  überall  einwerthig ,  endlich  und  stetig  variabel  ist. 
Nur  wenn  o  =  0  ist,  wird  die  Function  an  einer  Stelle  des  Flächen- 
stückes unendlich,  nemlich  an  der  Stelle  s  =  0.  In  diesem  besonderen 
Falle  legen  wir  um  den  Unstetigkeitspunkt  einen  Kreis  von  be- 
liebig kleinem  Radius  o,  schliessen  das  Innere  desselben  von  dem 
betrachteten  Flächenstück  aus  und  lassen  schliesslich  lim  o  =  0 
werden. 

Wir  setzen  nun  einen  P'undamentalsatz  aus  der  Theorie  der 
Functionen  einer  complexen  Variablen  als  bekannt  voraus.  Der- 
selbe lautet: 

Wenn  für  alle  Werthe  von  s  innerhalb  eines  voll- 
ständig begrenzten  Gebietes  der  Zahlen  ebene  und  auf 
der  Begrenzung  die  Function /(s)  überall  einwerthig, 
endlich  und  stetig  v a r i a b e L i s t ,  so  hat  das  Integral 


/• 


/  (s)  ds, 


ausgedehnt  durch  die  ganze  Begrenzung,  den  Werth 
Null 

Ist  a  >>  o',  also  X  von  Null  verschieden,  so  hat  man  folgenden 
Integrationsweg  (Fig.  19):     Von   csd  bis  a  unendlich  nahe  an  dem 
j,.    -^Q  Schnitt  auf  der  rechten 

J^_____^ — - — -__  (unteren)  Seite,  von  o 

bis  oo  ebenso  auf  der 
linken  (oberen)  Seite, 
dann  von  oo  durch  die 
Linie  L  um  o  herum 
bis  oo  in  der  Richtung 
der  Pfeile. 

Das  Integral   auf  dem  reellen  Wege  von  oo  bis  a  und  von  o 
bis  oo  hat  den  Werth 
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(^) 


Avenn   die  Quadratwurzeln   positiv  genommen  werden.     Mit  Hülfe 
des  eben  citirten  Satzes  findet  sich  also 


(3)  X  = 


und  es  ist  das  Integral  durch  complexe  Werthe  von  s  zu  nehmen 
längs  der  Linie  L  von  oo  bis  oc  in  der  Richtung  der  in  Fig.  18 
angegebenen  Pfeile. 

Die  Gleichung  (3)  bleibt  gültig,  auch  wenn  a  =  a'  und  a'  =  0 
ist.     Der  Integrationsweg  (Fig.  20)   führt  jetzt  von  oo  bis  o'  -|-  o 

an  dem  unteren  Rande 
^'^■^°-  des     Schnittes,     dann 

durch    die   Peripherie 


^+5 J     des     um     a'    gelegten 

^  Kreises,  hierauf  von 
o'  -[~  ^  bis  CSD  an  dem 
oberen  Rande  des 
Schnittes  und  schliesslich  längs  der  Linie  L  von  oc  bis  oo,  immer 
in  der  Richtung  der  Pfeile.  Soweit  der  Integrationsweg  reell  ist, 
erhält  man  für  lim  o  =  0  das  Integral  (2).  Das  Integral ,  durch 
die  Kreisperipherie  erstreckt,  hat  den  Grenzwerth  Null.  Denn  es 
geht  für  ic  =  0  die  Function  /  (s)  über  in 


1 


y2 


s-f-  ß^     ^4~t' 


und  diese  wird  für  s  =  0  unendlich  wie  —/^'   Folglich  wird  der 

Integralwerth  an  dieser  Stelle  Null  wie  \^  s.  Wir  kommen  dem- 
nach auf  die  Gleichung  (3)  zurück.  Nur  ist  jetzt  der  Integrations- 
weg L  so  zu  legen,  dass  er  die  Stelle  s  =  a'  mit  umschliesst. 

Soll  nun  auch  in  der  Gleichung  (14)  des  vorigen  Paragraphen 
ein  complexer  Litegrationsweg  eingeschlagen  werden,  so  haben  wir 
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+  t' 


Js 


ds 


y(i+f)(i+4,) 


*  ^  ]/« — 


+  ^(^,^), 


und  es  ist  die  Integration  durch  die  Linie  L  (Fig.  18)  zu  erstrecken 
von  oo  bis  cx)  in  der  Richtung  der  vorgeschriebenen  Pfeile. 

Für  X  =  0  wird  o  =  a'.  In  diesem  Falle  ist  für  das  Integral 
in  (4)  die  Linie  L  so  zu  legen,  dass  sie  den  Punkt  o'  mit  um- 
schliesst,  nicht  aber  die  beiden  anderen  Wurzeln  der  Gleichung 
^  =  0.  Das  Integral  ist  mit  besonderer  Vorsicht  zu  behandeln, 
weil  für  s  ==  a'  die  Function  t  =  0  wird,  und  in  Folge  davon  die 
Function  unter  dem  Integral  unendlich  gross.    Wir  wählen  auf  der 

Linie  L  zwei  Punkte 
Fig.  21.  j)  und  c.     Durch  sie 

und  den  unendlich 
entfernten  Punkt  wird 
die  ganze  Linie  in 
drei  Bestandtheile 
_3  Lj,  ^2,  ig     zerlegt. 

L,  läuft  von  oo  bis 
h,  L^  von  h  bis  c,  L.^  von  c  bis  oo.  Wir  ziehen  ferner  von  h 
nach  c  durch  das  Innere  des  von  L  begrenzten  Flächenstücks  eine 
Linie  L^  (Fig.  21),  so  dass  L^  und  L^  ein  Flächenstück  begrenzen, 
innerhalb  dessen  der  Punkt  o'  liegt.    Das  Integral 


->-■ 


(5) 


IL 


ds 


tVt. 


durch  die  ganze  Linie  L  erstreckt,  soll  mit  J  bezeichnet  werden, 
mit  J^^J^.Jo,  dagegen  die  drei  Bestandtheile,  die  sich  ergeben 
bei  der  Integration  von  oo  bis  6  längs  der  Linie  Z,^,  von  6  bis  c 
längs  Z-2,  von  c  bis  oo  längs  L^.  Endlich  soll  J ^  der  Werth  des 
Integrals  von  6  bis  c,  durch  L^  genommen,  sein.    Dann  hat  man 

J=:(J,+  J,H-J3)4-(^2-^4)- 

Hierin  ist  J ^-\-  J ^-\-  J^  ein  Integral  von  endlichem  Werthe.  Also 
hat  man 

lim  \x  (Ji-j-  J x-\-  Ji)\  =  0     für  x  =  0. 
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Das  Integral  J^  —  J4  kann  durch  irgend  ein  anderes  ersetzt 
werden,  dessen  geschlossener  Integrationsweg  um  o'  herumführt. 
Wir  machen  a'  zum  Mittelpunkt  eines  Kreises  vom  Radius  >•,  der 
so  gewählt  ist,  dass  die  Peripherie  ganz  in  das  von  L^  und  L^ 
begrenzte  Flächenstück  hineinfällt.  Wenn  man  dann  das  Integral 
(5)  in  der  Richtung  des  Pfeiles  (Fig.  21)  durch  die  Kreisperipherie 
erstreckt,  so  ist  sein  Werth  =  Jj — '^4-  Dieses  Integral  bedarf 
noch  der  Untersuchung.    Es  ist 


t 


y"^  s  z' 


daraus  ergibt  sich  durch  Subtraction 
t  =  (s  — a')  il  — 


•2   7/2  ,,2   ^2 


Wir  nehmen  auf  beiden  Seiten  Logarithmen  und  erhalten  durch 
Differentiation 

y  ^  ^«  =  ^  lg  (s  —  aO  +  6  (s)  ds, 

wenn  mit  ^  (s)  eine  Function  bezeichnet  wird ,  die  auf  der  Peri- 
pherie und  im  Innern  des  Kreises  endlich  und  stetig  variabel  ist, 
auch  für  s  =  0'.    Dann  ist  zunächst  das  Integral 


l+f)(l+^)('--^) 


durch  die  Kreisperipherie  erstreckt,   unter  keinen  Umständen  un- 
endlich gross.     Denn  setzt  man  x  =  0,  so  erhält  man  unter  dem 

Integralzeichen  ein  Product,  dessen  einer  Factor  ^    -  ist,  und 

Vs  —  a' 
dessen  anderer  Factor  auf  der  Kreisperipherie  und  im  Innern  des 
Kreises  überall  endlich  ist.    Da  nun  das  unbestimmte  Integral 


h 


auf  dem  ganzen  Integrationswege  endlich  bleibt,  so  ist  auch,  durch 
die  Kreisperipherie  erstreckt, 
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(s  -j-  Y^)  ^1;  (^s)  ds 


;i+p)(i+^)('— ^)  ^ 

endlich,  und  der  Wertli  dieses  Integrals  nähert  sich  der  Grenze 
Null,  wenn  man  den  Radius  des  kreisförmigen  Integrationsweges 
unendlich  klein  werden  lässt. 

Es  bleibt  also  nur  noch  das  Integral 


/ 


/(.)^lg(.-aO 


zu  ermitteln,  worin  wir  der  Kürze  wegen 

(6)  ,  '"*""''  =/W 

gesetzt  haben.    Wir  führen  nun  Polar-Coordinaten  r,  cp  ein,  so  dass 
s  —  o'  =  r  (cos  <f>  -\-  i  sin  cp)  =  r  e* ' 

zu  setzen  ist  (i="j/^—  1).  Demnach  haben  wir  lg(s  —  o')  =lgr-f-  cp  i. 
Für  Punkte  auf  der  Kreisperipherie  ist  r  constant,  folglich 

d  lg  (s  —  o')  =  i  d<f. 
Die  Richtung  des  Integrationsweges  ist  dieselbe  wie  die  Richtung 
des  wachsenden  Bogens.    Demnach  ergibt  sich 

Cfis)d\^is-o^)  =  i  Cfis)d'^. 

0 

Nun   darf  man   den  Radius   r  beliebig  klein  wählen.     Wir  lassen 
ihn  unendlich  abnehmen  und  erhalten 

(7)  J,-J,  =  lim    Cf  (s)  d  lg  {s  -o')  =  2r.if  {o') 

Die  gewonnenen  Resultate  beantworten  die  Frage,  was  aus 
der  Gleichung  (4)  wird  für  x  =  0.  Die  linke  Seite  soll  nach 
der  Bedingung  (12)  des  vorigen  Paragraphen  in  Null  übergehen. 
Auf  der  rechten  Seite  hat  man  für  das  Integral  einzusetzen 
(Jj  -["  '^  1 4"  "^s)  4"  (^2  ~  "^i)  ^^^<^  hierauf  den  Grenzwerth  zu  er- 
mitteln für  lim   cc  =  0.    Es  ist  aber,  wie  schon  bewiesen: 
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lim  \x  (J,  +  Jj  -I-  Jg)!  =  0     f ür  a;  =  0. 
Ferner  ist  nach  Gleichung  (7) 

V(i+^)(i+^) 

und  es  ist  £  =  -]-  1  o^^^'  =^  —  I5  j^  nachdem  das  reelle  x  positiv 
oder  negativ  genommen  wird. 

Soll  nun  Y  =0  werden  für  x  ^^0,  so  sieht  man ,  dass  in 
Gleichung  (4)  zu  setzen  ist: 

Dies  Resultat  stimmt  mit  der  im  vorigen  Paragraphen  gewonnenen 
Gleichung  (17)  überein. 

In  derselben  Weise  kann  man  verfahren,  um  die*  Function 
*F  (?/,  z)  zu  bestimmen. 

§.  28. 

Fortsetzung:    Die    Componente    X   kann    als    Potentialfunction    einer 

Ellipsenfläche  aufgefasst  werden. 

Es  sollte  F  (x',  ?/,  z)  die  Potentialfunction  bezeichnen  für  den 
Fall,  dass  der  von  der  Fläche  (1)  des  §.  26  begrenzte  cylindrische 
Raum   von  x  =  —  oc  bis   a;  =  0  mit  Masse  von   der  constanten 

Dichtigkeit ^  p  und  von  a;  =  0  bis  a^  =  00  mit  Masse  von  der 

1 
constanten  Dichtigkeit  -f-  -^  p   erfüllt  ist.     Dann  ist,  wie  wir  ge- 
sehen haben, 

F{x,y,z)  — F{x~a,y,z) 

die  Potentialfunction  des  Cylinders  von  der  Dichtigkeit  p,  der  von 
den  Endflächen  a^  =  0  und  x  =  a  begrenzt  wird.  Lässt  man  nun 
a  unendlich  klein  werden,  so  erhält  man 

IF 

-— —  dx,     d.  h.  X  dx 

Ix 

als  Potentialfunction  des  Cylinders,  der  von  den  Endflächen  «  =  0 
und  x  =  dx  begrenzt  wird.  Ein  Element  dieses  Cylinders  enthält 
die  Masse  pdxdydz.  Man  kann  sicli  dies  auch  so  vorstellen,  als 
ob   die  Masse  mit  der  Dichtigkeit   p  dx  auf  der  Basisfläche   des 
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Cylinders  ausgebreitet  wäre.  Folglich  ist  X  die  Poteiitialfunction 
der  Ellipseiifiäche 

über  welche  die  Masse  mit  der  constanten  Dichtigkeit  p  ausge- 
breitet ist. 

Wir  wollen  nun  direct  beweisen,  dass  der  Ausdruck  (5)  des 
§.  26  allen  den  Bedingungen  Genüge  leistet,  durch  welche  die 
Potcntialfunction  der  eben  genannten  Ellipsenfläche  eindeutig  be- 
stimmt ist.  Es  ist  dies  eine  zweite  Art,  den  Ausdruck  für  X  zu 
verificiren. 

Es  kömmt  darauf  an  zu  beweisen,  dass 

^^^  •  3a;2   ^  ^y2    ^  2)^2 

im  ganzen  unendlichen  Räume,  dass 

für  jeden  Punkt  der  anziehenden  Fläche,  und  dass 
(3)  '  X=-0 

ist ,  wenn  eine  der  drei  Coordinaten  x^  ?/,  z  unendlich  gross  ge- 
nommen wird. 

Wir  gehen  aus  von  der  Gleichung  (3)  des  vorigen  Paragraphen, 

Die  Integration  ist  durch  die  Linie  L  (Fig.  18)  zu  erstrecken.  Zur 
Abkürzung  schreiben  wir 

t  —  £C2 

=  m, 

s 

Durch  Differentiation  findet  sich 

3  (m  )  1       — i  cSm 

7>x  2  2)x 

i 


S2(w  )  1         |/3m\2  ,1      -1  S2 


m 


Ix^  4  \  3a;  /     '     2  Ix^ 
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Ferner  hat  man 

7)x  s 


2im    z 

1z  S  -\-  -'2 

Daraus  berechnet  sich 


m 


Man  findet  aber  leicht 

^IgD  _   1     ,         1  ,         1 

—   T~  +      „     I      OTT  + 


FolgHch  vereinfacht  sich  die  Gleichung  (5).    Man  erhält  nemlich 

52  (mS        3^)        S2(m^) 

~^  / -'-    '»^^    1    f^  lg -ö  \ 

=  —  w?       ^ ^. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  ergibt  sich 

^  ^  3a;2   +  S?/2    "i"  3^2 


■/^ 


1        ^lg(mi>)^^ 


=  —  p  ((m  D)~^  d  {m  D). 
Das  Integral  ist  zu  erstrecken  durch  die  Linie  L  (Fig.  18)  von  00 
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um   0   herum   bis  oo.     Das   unbestimmte  Integral  lässt  sich  aus- 
rechnen, nemlich 

J  y  m  L> 

Diese  Function  ist  auf  dem  ganzen  Integrationswege  einwerthig, 
endlich  und  stetig  variabel.  Man  findet  also  das  bestimmte  In- 
tegral gleich  der  Differenz  der  Werthe  des  unbestimmten  Integrals 
an  den  Grenzen.  Diese  Werthe  sind  aber  an  den  Grenzen  (s  =  oc) 
beide  gleich  Null.  Folglich 
...  2)2z       32X       32X  _ 

Dies  ist  die  zu  beweisende  Gleichung  (1). 

Um    die    zweite   Eigenschaft    der   Function  -X   nachzuweisen, 

stellen  wir    - —  her  nemlich 

öX 

(9)        ^^  ^  * 


7>x 


l/rr^|/(,+^)(i  +  ./^) 


Soll  hier  cc  =  0  genommen  werden,  so  muss  der  Integrations- 
weg von  00  nach  00  durch  eine  geschlossene  Linie  L  führen,  welche 
den  Punkt  o'  mit  umschliesst.  Dabei  ist  zu  unterscheiden,  ob 
o'  >  0  oder  a'  =  0  ist. 

Es  sei  erstens  o' >- 0.  Dann  können  und  dürfen  wir  die 
Linie  L  so  legen,  dass  der  Punkt  s  =  0  ausserhalb  des  umschlos- 
senen Flächenstücks  liegt.  Das  Integral  auf  der  rechten  Seite 
von  (9)  kann  ersetzt  werden  durch  den  doppelten  Werth  des  In- 
tegrals zwischen  den  reellen  Grenzen  0'  und  00.     Nun  wird  zwar 

für  s^=^  o'  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  unendlich  wie 

___  1 
{t  —  x^)     ,   aber  das  unbestimmte  Integral  wird  an  dieser  Stelle 

Null  wie  (t  —  ic^)^,    und  daher  hat  das  bestimmte  Integral  einen 

angebbaren  endlichen  Werth.    Folglich  ist  für  cc  =  0  auch  ~ —  =  0, 

gleichgültig,  ob  x  von  der  positiven  oder  von  der  negativen  Seite 
in  Null  übergeht.    Wir  haben  also  (für  x^=Qi) 

2  2 

wenn  0'  >  0,  d.  h.  wenn   ^„-  +  Ar  >  1-    In  diesem  Falle  liegt  der 
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Punkt  (ic,  y,  z)   zwar  in   der  y  z  Ebene ,   aber   nicht   an   einer  mit 
Masse  erfüllten  Stelle. 

Es  sei  zweitens  o'  ==^  0.  Dann  umschliesst  die  Linie  L  den 
Punkt  s  =  0.  In  ihm  wird  die  Function  unter  dem  Integralzeichen 
unendlich.  Wir  zerlegen  jetzt  das  Integral  (9)  in  zwei  Bestand- 
theile.  Für  den  ersten  Bestandtheil  ist  der  Integrationsweg  zu- 
sammengesetzt aus  der  Linie  L^  (Fig.  21)  von  oc  bis  &,  der  Linie 
L4  von  h  bis  c  und  der  Linie  L.,  von  c  bis  00.  Für  den  zweiten 
Bestandtheil  wird  die  Integration  erstreckt  von  b  bis  c  längs  der 
Linie  L.^  und  von  c  bis  h  längs  der  Linie  L^.  Der  erste  Bestand- 
theil hat  einen  endlichen  Werth.  Multiplicirt  man  diesen  mit  cc, 
so  wird  für  cc  =  0  das  Product  zu  Null,  gleichgültig,  ob  x  von 
der  negativen  oder  von  der  positiven  Seite  in  Null  übergeführt  ist. 
Es  bleibt  also  nur  der  zweite  Bestandtheil  des  Integrals  (9)  zu 
berücksichtigen.  Für  diesen  kann  der  Integrationsweg  ersetzt 
werden  durch  einen  Kreis,  der  den  Punkt  s  =  o'  =  0  zum  Mittel- 
punkt hat.    Setzen  wir  dann  zur  Abkürzung 


so  ist  das  Integral,  um  das  es  sich  handelt, 


=•/• 


/  («)  f^^• 


Der  Radius  des  Kreises  darf  unendlich  klein  genommen  werden. 
Das  Integral  hat  also  den  Werth 

2T.if{0\ 
d.  h.  mit  Rücksicht  auf  den  Werth  von  /  (0) : 

Folglich  erhält  man  aus  der  Gleichung  (9) 

\dx/x=(i         y  X^ 

wobei  s  ^:^  -[~  1  ^^^^  =  ~"  I1  JG  nachdem  x  von  der  positiven  oder 
von  der  negativen  Seite  in  Null  übergeht.  Demnach  findet  sich 
(für  x  =  0): 


Potentialfunction  einer  nicht  homogenen  Kugel.  127 


'■bX\         /^X\ 


2  »2 


unter  der  Voraussetzung,  dass  o'  — -  0,  d.  h.  dass  ~-  -f-  — y  <<  1  ist 

Damit  ist  bewiesen,  dass  X  auch  der  Bedingung  (2)  Genüge 
leistet. 

Endlich  muss  Z  =  0  sein,  wenn  der  Punkt  (a?,  y,  z)  in  unend- 
liche Entfernung  rückt.  Dass  dies  wirklich  eintrifft,  ist  schon  in 
§.  26  bewiesen. 

Die  Function  X  genügt  also  in  der  That  den  Bedingungen 
(1),  (2),  (3). 

§•  29. 
Beispiel:    Potentialfunction  einer  nicht  homogenen  Kugel. 

Wir  wollen  die  Potentialfunction  V  einer  kugelförmigen  Masse 
bestimmen,  wenn  die  Dichtigkeit  p  nicht  constant  ist  und  der  Werth 
von  V  in  der  Oberfläche  als  gegeben  vorausgesetzt  wird.  Der  Ra- 
dius der  anziehenden  Kugel  sei  =  a.  In  ihren  Mittelpunkt  legen 
wir  den  Anfangspunkt  des  rechtwinkligen  Coordinatensystems. 

Zunächst  kömmt  es  darauf  an,  von  den  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  cc, «/,  z  zu  Kugel-Coordinaten  r,  f),  cp  als  unabhängigen  Varia- 
bein überzugehen. 

Wir  legen  den  Mittelpunkt  der  Kugel-Coordinaten  in  den  An- 
fangspunkt des  rechtwinkligen  Systems.  Auf  der  Kugel  vom  Ra- 
dius 1,  welche  diesen  Punkt  zum  Centrum  hat,  wählen  wir  den 
Pol  an  der  Stelle,  welche  von  der  Axe  der  positiven  z  getroffen 
wird.  Als  Anfangsmeridian  soll  der  vom  Pol  zum  Gegenpol  ver- 
laufende grösste  Halbkreis  genommen  werden,  den  die  Axe  der 
positiven  x  durchschneidet.  Der  Punkt,  dessen  rechtwinklige  Co- 
ordinaten  cc,  ?/,  z  sind,  hat  den  Radius  vector  r.  Dieser  schneidet 
die  Kugel  vom  Radius  1  in  einem  Punkte,  dessen  Poldistanz 
mit  6  und  dessen  geographische  Länge  mit  cp  bezeichnet  werden 
möge.  Der  Zusammenhang  von  r^  0,  cp  mit  cc,  ?/,  z  wird  durch  die 
Gleichungen  ausgesprochen: 

X  =  r  sin  Ö  cos  cp, 
(1)  ?/  =  r  sin  0  sin  cp, 

z  =  r  cos  0. 
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29. 


Auf  Grund  dieser  Gleichungen  könnte  man  den  Ausdruck 


"2)tc2    "i 


S?/2      '     3z 

durch   hlosse  Rechnung  transformiren.     Wir   ziehen   es   vor,   den 
neuen  Ausdruck  direct  herzuleiten,  indem  wir  den  Satz  von  Gauss 

(§.  1 2)  auf  einRaumelement 
^^s-  22.  jgs  Kugelcoordinaten-Sy- 

stems  anwenden.  Dieses 
Raumelement(Fig.22)wird 
begrenzt  von  zwei  con- 
centrischen  Kugelflächen, 
die  mit  den  Radien  r  und 
r  -|-  dr  um  den  Mittel- 
punkt der  Kugel-Coordi- 
naten  beschrieben  sind, 
ferner  von  zwei  Kegel- 
flächen, welche  die  zAxe 
zur  Axe  haben,  und  deren 
Erzeugende  mit  dieser  Axe 
die  Winkel  0  und  resp.  6  -j-  '^^^  einschliessen ,  endlich  von  zwei 
Meridian-Ebenen,  die  mit  der  Ebene  des  Anfangsmeridians  die 
Winkel  cc  und  cp  -j-  d'^  bilden.  Die  sechs  Begrenzungsflächen  durch- 
schneiden sich  in  zwölf  Kanten.  Je  drei  von  ihnen,  welche  eine 
dreiseitige  Ecke  bilden,  stehen  rechtwinklig  aufeinander. 
Der  Satz  von  Gauss  lautet: 


(2) 


/ 


Ndo  =  4cTiM, 


wenn  die  Integration  über  die  Oberfläche  des  Raumelcmentes  er- 
streckt wird.  N  ist  die  Componente  der  Anziehung  in  der  Ober- 
fläche, genommen  in  der  Richtung  der  nach  innen  gezogenen  Nor- 
male, und  M  die  Masse  im  Innern  des  Raumelementes, 

Das  Integral  zerlegt  sich  in  sechs  Bestandtheilc ,  deren  jeder 
von  einer  Seitenfläche  herrührt.  Wir  haben  zunächst  zwei  Seiten- 
flächen, rechtwinklig  gegen  den  Radius  vector  r.  Der  Flächenin- 
halt  derselben    ist  r"^  sin  0  dH  c?cp   und  resp.  (r  -j-  dr-y  sinfJ  db  d(f>. 

Für  die  erste  ist  N  =  - — ,   für  die   andere   iV"  =  —  (-r — ) 

2)r  ^  or  /r  +  dr 

Folglich  liefern  diese  beiden  Seitenflächen  zu  dem  Integral  den 
Beitrag 
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L.2  AK  _  Li  \L\  ■     \  sin  0  äW  do 

= sm  0  dr  df)  acp. 

Es   koramon   forner   in  Betracht   zwei   Seitenfläclicn ,   rechtwinklig 
gegen  den  Meridian.    Ihr  Flächeninhalt  ist  ?■  sin  0  tZ>- c?cp  und  resp, 

r  sin  (J)  -]-  d.l})  dr  do.    Für  die  eine  ist  A^= r-,   für   die   andere 

/  5  F  \  ^'^^^ 

-A''= — I^T/  )        •     Folglich   lautet  der  Beitrag  zu  dem  Integral 

(^TT-  Sin  0  —    ---  sin  0 )         U-  <Zr  f/cp 


36 


C??'  df)  drr,. 


Endlich  handelt  es  sich  noch  um  zwei  Seitenflächen,  recht- 
winklig gegen  den  Parallelkreis.  Jede  von  ihnen  hat  den  Flächen- 
inhalt  r  dr  d().     Für   die  eine  ist  N= — -  ,    ,    ,   für  die  andere 

^  =  { — ■ — i,   7    )         .     Wir  erhalten  also   zu   dem  Integral   den 
\r  sin  b  ricp  /^,  _]_  ,j^  ^ 

Beitrag  .       w/  .  y .  , 

/ ^ (       ^^       )  \  r  dr  df) 

I  r  sm  0  ?  cp        V  r  sm  0  S  <p  /^  +  a,fj 

1  ^'^^       7         7.       7 

sm  f)    S(p2  T 

Fassen  wir  diese  Beiträge  zusammen,  so  wird  aus  der  linken 
Seite  der  Gleichung  (2): 

^      7f.    7      M         ^^     '     •     ü     \         ^  ^f)    /     ,         1         Ö2F 

—  dr  df)  d(D  I sin  6  -4 — -, — ~- ^  ( . 

^  (        ?r  ~  3fi  '    sin  fJ    S(p2  J 

Auf  der  rechten  Seite  ist 

M  =  p  r^  sin  0  dr  df)  cZcp. 
Stellt  man  hiernach  die  Gleichung  (2)  auf  und  dividirt  auf  beiden 
Seiten  durch  —  r^  sin  0  dr  df)  c?cp,  so  ergibt  sich : 

^  ^    r2  (        3r         ^sinfJ  30  "^  sin  02    3cp2  J  '  ^' 

Schwere,  Elektricitüt  u.  Magnetismus.  Q 
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Dies  ist  die  partielle  Differentialgleichung,   welche  für  Kugel -Co- 
ordinaten  an  die  Stelle  der  Gleichung  (4)  des  §.13  tritt. 

Die  Gleichung  von  Laplace  lautet  demnach  für  dieses  Coor- 
dinatensystem: 

^^'  i,-         ~^  sin  Ö  SfJ  "^  sin  fJ^    ?(p2 

§.  30. 
Fortsetzung:    Die  Function  U. 

Soll  zunächst  die  Function  V  für  irgend  einen  Punkt  (7-',  0',  9') 
im  Innern  der  Kugel  vom  Radius  a  hergestellt  werden  (r'  <  a), 
so  handelt  es  sich  nach  Green' s  Methode  darum,  eine  Function  U 
ausfindig  zu  machen,  die  den  folgenden  Bedingungen  Genüge  leistet : 

^^^  3r          "^sinö  2)6  "^  sin  O2    Scp2 

im  Innern  der  Kugel  vom  Radius  a  (»■<;«); 

(2)  C7  =  0  in.  der  Oberfläche  (r  ^^  a); 

(3)  U  =  00  im  Punkte  (V,  Ö',  9')^ 

wie  der  reciproke  Werth  der  Entfernung  von  diesem  Punkte. 

Die  partielle  Differentialgleichung  (1)  lässt  sich  durch  eine 
andere  ersetzen,  wenn  man  eine  Function  u  einführt  durch  die 
Gleichung:  , 

(4)  U  =  r      u 

und  lg  r  als  Variable  nimmt  statt  r.    Es  ist  nemlich 

^   7>U  lU 


folglich 


ör  S  Igr 


i-T,) 


i^U      .      dU 


S  + 


S/'  3  lg  7'2     '     3  ig  r 

Aus  der  Gleichung  (4)  findet  sich  durch  Differentiation 

lU  -\     lu  1     -k 

3  Igr  d  Igr         Z 

l  lgr2  Slgr2  3  Igr  ~  4 
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Führt  man  dies  in  die  partielle  Differentialgleichung  (1)  ein, 
so  erhält  man,  nach  Wegwerfung  des  Factors  r    ^: 

Ist 

(G)  V  =  i^(lgr,fj,cp) 

eine  Lösung  dieser  partiellen  Differentialgleichung,  so  kann  man 
darin  lg  r  ersetzen  durch  const.  —  lg  r  und  erhält  dadurch  eine 
neue  Lösung,  Man  überzeugt  sich  davon  leicht,  wenn  man  be- 
merkt, dass  in  (5)  nur  (d  lg  i-y  vorkommt.    Es  ist  also  auch 

(7)  H,   =  c.F(\gr,,lj,o) 

eine  Lösung,  wenn  lg  r  -\-lgr^  =  const.  genommen  wird. 

Gehört  nun  r  zu  einem  Punkte  innerhalb  der  Kugel,  so  lässt 
es  sich  leicht  einrichten,  dass  r^  einem  äusseren  Punkte  angehört. 
Man  hat  nur 

(8)  lgr-[-lg''i    =  2  lg  a,     d.  h.  rr^    =^  a^ 

zu  setzen.  Zwei  solche  Punkte,  welche  auf  demselben  Radius 
vector  liegen,  und  deren  Abstände  vom  Mittelpunkte  r  und  r^  der 
Gleichung  (8)  Genüge  leisten,  sollen  der  eine  der  Bildpunkt  des 
anderen  genannt  werden. 

Vermöge  der  Gleichungen  (G),  (7)  und  (8)  ist  es  nun  leicht, 
die  Function  n  über  die  Oberfläche  der  Kugel  hinaus  so  in  den 
äusseren  Raum  fortzusetzen,  dass  sie  überall  der  partiellen 
Differentialgleichung  (5)  genügt,  und  dass  sie  in  der  Oberfläche 
der  Kugel  (r  =  a)  an  jeder  Stelle  den  Werth  Null  annimmt. 

Man  braucht  nur  die  Bestimmung  zu  treffen,  dass  die  Functions- 
werthe  u  und  u^  einander  entgegengesetzt  gleich  sein  sollen  für 
zwei  Punkte  (r,  0,  cp)  und'(rj,  6,  cp),  von  denen  der  eine  des  anderen 
Bildpunkt  ist.    Also 

(9)  F  (lg  r,  6,  cp)  =  -  F  (2  lg  a  -  lg  r,  0,  cp). 
Daraus  geht  zunächst  hervor 

(10)  i^(lga,fJ,cp)  =  0, 

Ferner,  wenn  man  mit  F'  die  Derivirto  nach  lg  r  bezeichnet: 

(11)  F'(lgr,0,<p)   =  F'(lg^,  fj,  .^). 

9* 


132  Zweiter  Al)scluntt.    §.  30. 

Für  r  =  a  zeigt  sich,  dass  die  Derivirte  in  der  Oberfläche  den- 
selben Werth  annimmt,  der  Punkt  mag  von  aussen  oder  von  innen 
in  die  Oberfläche  hineinrücken. 

Durch  die  Bestimmung,  die  wir  über  die  Fortsetzung  der 
Function  u  getroffen  haben,  wird  auch  U  über  die  Kugeloberfläche 
vom  Kadius  a  nach  aussen  fortgesetzt.  Und  zwar  genügt  bei 
dieser  Art  der  Fortsetzung  die  Function  U  im  ganzen  unendlichen 
Räume  der  partiellen  Differentialgleichung  (1).  Sie  hat  in  der 
Oberfläche  (r  =  a)  an  jeder  Stelle  den  Werth  Null.  Es  ist  also 
nur  noch  darauf  Acht  zu  geben,  dass  U  überall  endlich  und  stetig 
variabel  sein  soll,  ausser  in  dem  Punkte  (r',  0',  cp')  und  in  seinem 

Bildpunkte  (^,  0',  cp')- 

Bezeichnen   wir   mit   U  und   U^   die  Werthe   der  Function   U 
für  zwei  gegenseitige  Bildpunkte,   so  findet  sich  aus  (9)  und  (4): 
1  1  _  1 

1\   U^   =^  —  r     Z7  ^=  —  a  r^  '  U, 
also 

(12)  £7,   =  -  -^  f/. 

Diese  Relation  lässt  sich  zur  Herstellung  des  Ausdruckes  für 
die  Function  U  verwerthen,  wenn  man  noch  ihr  Verhalten  in  der 
Nähe  des  Unstetigkeitspunktes  im  Innern  und  seines  äusseren  Bild- 
punktes beachtet.  Es  seien  r\  0',  cp'  die  Coordinaten  des  inneren 
Unstetigkeitspunktes  und  r\^  0',  cp'  die  Coordinaten  seines  äusseren 
Bildpunktes,  so  dass  rr\=^a'^.  Ferner  seien  r' -|- s,  0',  cp'  und 
resp.  r\  —  Sj,  0',  cp'  die  Coordinaten  von  zwei  gegenseitigen  Bild- 
punkten, welche  mit  den  Unstetigkeitspunkten  auf  demselben  Ra- 
dius vector  liegen.  Nehmen  wir  s  unendlich  klein,  so  hat  die 
Function  im  Punkte  {/  -\-  s,  0',  cp)  den  Werth 

(13)  f/  =  1  +/.  c, 

wenn  mit  /.  c.  eine  P'unction  bezeichnet  wird ,  welche  für  s  =  0 
endlich  und  stetig  bleibt.  In  dem  äusseren  Bildpunkte  (r',  -}-  Sj,  0',  '^') 
erhält  man  nach  Gleichung  (12) 

wenn  cp,  c.  eine  Function  bezeichnet,  welche  für  s  ==  0  endlich 
und  stetig  bleibt.    Nun  ist  aber 
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('•',  —  sj  ('•'  +  s)  =  ö^ 

folglich 

(>•;  —  sj  e  =  «'  —  r  {r\  —  e J  =  r'  £,. 

Demnach  kann  der  Ausdruck  für  U^  auch  so  geschrieben  werden 


(14) 


U.  =  - 


"  +  cp.  c. 


Jetzt  ist  es  leicht,  für  eine  beliebige  Lage  des  Punktes  (>',  0,  cp) 
einen  Ausdruck  aufzustellen,  der  in  (13)  oder  (14)  übergeht,  je 
nachdem  der  Punkt  (r,  0,  cp)  unendlich  nahe  an  den  inneren  Un- 
stetigkeitspunkt  oder  an  dessen  äusseren  Bildpunkt  heranrückt. 
Wir  bezeichnen  mit  t  und  t^  die  Abstände  des  Punktes  (r,  0,  cp) 
von  dem  inneren  Unstetigkeitspunkte  {r\  0',  <p')  und  resp.  von  dessen 

—^1  0',  cp'j.    Dann  ist 


(15) 


U 


t. 


die  Function,  welche  allen  gestellten  Bedingungen  Genüge  leistet. 

Es  bleibt  noch 
■^^^-  ^^'  übrig,   die   Abstände  t 

und  t  ^  durch  die  Coor- 
dinaten  r,  f),  cp  und  die 
Coordinaten  des  Un- 
stetigkeitspunktes  und 
seines  Bildpunktes  aus- 
zudrücken. Bezeichnen 
wir  mit  y  den  Winkel, 
welchen   die  Iladien   r 

und  r'  mit  einander  einschliessen,  so  findet  man  (Fig.  23): 


Fig.  24.       (16) 


f2   =  ,.2  -4-  r'2  —  2  r  r'  cosy, 


Um  cos  7  auszudrücken,  legen  wir  um  den  Mittel- 
punkt des  Kugelcoordinaten- Systems  die  Kugel  vom 
Radius  1.  Auf  ihr  merken  wir  ausser  dem  Pol  und 
dem  Anfangsmeridian  die  Punkte  an,  welche  von  den 
Radien  r  und  >'  getroffen  werden  (Fig.  24).  Die  Pol- 
distanzen dieser  beiden  Punkte  sind  6  und  0',  und  ihre 
sphärische  Entfernung  ist  7.    Die  Meridiane,  auf  welchen  H  und  h' 
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gezählt   werden,    schliessen   den   sphärischen  Winkel   o  —  ©'  ein. 

Folglich  haben  wir 

(17)  cos  Y  =  cos  0  cos  0'  -f-  sin  0  sin  0'  cos  (cp  —  cp'). 

Wenn  die  Wahl  des  Coordinatensystenis  freisteht,  so  dient 
es  zur  Vereinfachung,  die  zAxe  des  rechtwinkligen  Systems  (und 
folglich  auch  die  Polaraxe  des  Kugelcoordinaten- Systems)  durch 
den  Unstetigkeitspunkt  zu  legen.  Dann  ist  x'  =  0,  y  ==;  0,  z'  =  r\ 
ferner  0' =  0,  9'  beliebig  und  folglich  y  =  fj.  Die  Gleichung  (15) 
geht  dadurch  über  in 

1 


(18)         U 


Vr^  4-r'2  —2rr'  cosb 
a  1 


Aus  der  Gleichung  (15)  kann  man  noch  die  mechanische  Be- 
deutung der  Function  Z7  herauslesen.  Es  ist  ^die  Potentialfunction 
für  den  Fall,    dass   im  Punkte   (?■',  b\  cp')  die  Masse  1,  in  seinem 

Bildpunkte  (—j-,  b\  cp')  die  Masse  —  -^  concentrirt  ist. 

Uebrigens    kann    auch   der  Punkt   (r',  0',  cp')   ausserhalb  der 

Kugel  liegen.     Dann  ist  sein   ßildpunkt  (~,  0',  cp')   ein   innerer 

Punkt.  Der  Ausdruck  für  Z/wird  derselbe  wie  in  Gleichung  (15). 
.Versteht  man  unter  (r',  0',  9')  einen  Punkt  ausserhalb  der 
Kugel,  so  ist  U  die  Hülfsfunction,  welche  dazu  dient,  die  Function 
F  für  den  äusseren  Raum  herzustellen.  Denn  in  der  Tliat  ge- 
nügt diese  Function  U  im  ganzen  äusseren  Räume  der  partiellen 
Differentialgleichung  (1).  Sie  hat  den  Werth  Null  in  der  Begren- 
zung des  äusseren  Raumes,  d.  h.  in  der  Oberfläche  der  Kugel  vom 
Radius  a  und  in  einer  Kugelfläche  von  unendlich  grossem  Radius. 
Sie  ist  im  ganzen  äusseren  Räume  endlich  und  stetig  variabel, 
ausser  im  Punkte  (r',  fj',  cp'),  wo  sie  in  vorgeschriebener  Weise  un- 
endlich wird. 

§.  31. 

Fortsetzung :    Die  Masse  ist  nur  in  der  Oberfläche  ausgebreitet,  V  in 

der  Oberfläche  gegeben. 

Wir  wollen  speciell  voraussetzen,  dass  im  Innern  der  Kugel 
und  in  dem  ganzen  äusseren  Räume  keine  anziehende  Masse  vor- 


Potentialfuiiction  einer  nicht  homogenen  Kugel.  135 

lianden  sei.    Die  Masse  soll  vielmehr  über  die  Oberfläche  vertheilt 
sein,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  für  jeden  Punkt  der  Oberfläche 
die  Potentialfun ction  einen  gegebenen  Wertli  besitzt. 
(1)  F=/(Ö,cp)     für  r  =  a. 

Die  Function  /(Ö,  9)  soll  einwerthig  und  endlich  sein  für  jede 
Werthencombination  der  Variablen  0  und  cp  zwischen  den  äussersten 
Werthen  0  und  t:  von  fJ  und  den  äussersten  Werthen  0  und  2  - 
von  cp. 

Für  das  Innere   der  Kugel   und  ausserhalb  gilt  dann  überall 
die  Gleichung  von  Laplace: 

2^27        327        -^2y 

Der   Satz  von   Green   (§.21)   gibt  für  irgend   einen   Punkt 
{r\  H\  (p')  den  Werth  V  der  Potentialfunction  durch  die  Gleichung 

(3)  i.r'^Jvf--da. 

Die  Integration  hat  man  über  die  Kugeloberfläche  auszudehnen. 
Die  Function  U  ist  in  Gleichung  (15)  des  vorigen  Paragraphen  aus- 
gedrückt, und  es  ist 

7)71  \  3r    'r^a 

wobei  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  ;■'  grösser 
oder  kleiner  als  a  ist,  d.  h.  je  nachdem  der  Punkt  (r',  0',  cp')  ausser- 
halb oder  innerhalb  der  Kugel  liegt. 
Folglich  haben  wir 

(4)  4  -  P  =  +  «2   fd^  f(^)  f  (^,  ?)  sin  6  df), 


0         0 
je  nachdem  r'  ^  a. 

Diese  Formel  drückt  den  Werth  der  Potentialfunction  aus, 
wenn  die  anziehende  Masse  nur  in  der  Oberfläche  der  Kugel  ver- 
theilt und  der  Werth  der  Potentialfunction  in  jedem  Punkte  dieser 
Oberfläche  bekannt  ist. 

Es  fragt  sich  dann  noch,  wie  gross  die  Dichtigkeit  p  in  jedem 
Punkte  der  Kugeloberfläche  ist.  Diese  Frage  ist  nach  §.  14 
Gleichung  (6)  zu  beantworten.    Man  erhält 
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oder,  was  auf  dasselbe  hinausläuft: 

Nun  ist  aber 
Folglich  ergibt  sich 

2  77  7t 

(5)        -  (4  u)2  p  =  2  «2   Ca^  r(|^)/  (fj,  .^)  sin  0  c/O. 

0  0     '•  =  ")  '■'  =  « 

Uer  bei  — -^  angehängte  doppelte  Index  soll  bedeuten,  dass 

nach  Ausführung   der  Differentiation  r  =  a  und   r'  =  a  gesetzt 
werden  soll. 

Es  bleibt  noch  übrig,  in  (4)  und  (5)  die  Function  U  des  vo- 
rigen Paragraphen  wirklich  einzusetzen  und  die  vorgeschriebenen 
Differentiationen  auszuführen.  Wir  wollen  dabei  die  Polaraxe  des 
Kugelcoordinaten-Systems  durch  den  Punkt  legen,  für  welchen  der 
Werth  V  der  Potentialfunction  ausgedrückt  werden  soll.  Dann 
ist  0'  =-■  0,  cp'  beliebig,  und  es  gilt  für  U  die  Gleichung  (18)  des 
vorigen  Paragraphen.     Danach  findet  sich 

(}Jl_\       __.  «  —  r'  cos  0 


-f 


(a2-|-,.'2_2ar'cosÖ)^ 
■7-^  — TtCosO) 


»2.  2 


(~)   (« ^  cos  bj  ~~  (a  —  r'  cos  0) 

(«2  _!_,./ 2  —  2ar'cosOf 

r'"^  —  a^ 

a{a^  -^  r''^  —  %  a  r'  Q,o^\]f 
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Setzt  man  dies  in  Gleichung  (4)  ein,  so  erhält  man 


/  (0,  cp)  sin  0  db 

3"' 


(6)    4:11  V  =  +a(r'2_-a2)  fd^f  f— 

J        J    («2 -[- r'2  —  2  a  ?•' cos  67 

und  es  gilt  das  obere  oder  das  untere  Zeichen,  je  nachdem  r'^ — «2 
positiv  oder  negativ  ist. 

Es  fragt  sich,  welchen  Werth  V  annimmt  für  r'  =  a.  Dies 
ist  leicht  vorauszusagen,  wenn  man  daran  denkt,  dass  der  Punkt 
(r\  0^  (pO  auf  der  Polaraxe  liegt  (x'  =  0,  y'  -=  0,  z'  =  r').  Für 
r'  =  a  rückt  er  also  in  den  Pol  der  Kugeloberfläche,  und  für  diesen 
ist  fj'  =  0  und  cp'  beliebig.  Es  muss  also  dann  F'  in  den  Werth 
übergehen,  den/(0,  cp)  für  0  --  0  annimmt,  und  dieser  Werth  muss 
von  cp  unabhängig  sein.  Wir  wollen  zeigen,  dass  das  wirklich  aus 
der  Gleichung  (6)  sich  ergibt. 

Wir  setzen  zur  Abkürzung 

2n 
0 

Dann  ist  F  (b)  der  Mittelwerth  von  allen  den  Werthen,  welche  die 
Function  /(O,  cp)  auf  dem  Parallelkreis  von  der  Poldistanz  aO  an- 
nimmt. Bei  dieser  abgekürzten  Schreibweise  geht  die  Gleichung  (6) 
in  folgende  über: 

2V'  =  ±a  (r'2  _  ^2^   r  ^  i^^)  «in  0  db 


''\h 


(^2  -fr' 2—  2a7-'cosO)^ 

Betrachten    wir   zunächst   das  unbestimmte  Integral,   so   gibt 
die  Integration  nach  Theilen: 


/ 


i 


F(i})  |a2  _[-  r'^  —  2ar'  cos  0|    ''d{—  cos  6) 
(«2  _|-  ,.'2  —  2ar'cosÖ)" 


-F{H) 


a  r' 


.     ,  F'(b)dfi 


..'J- 


(a2  -[-  r'2  —  2ar'  cos  6)* 


Gellt  man  also  zu  der  Integration  zwischen  den  vorgeschrie- 
benen Grenzen  0  und  tt  über,  so  findet  sich 
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r  r    +  (*    —  «) 


(«2  ^  ,.'2  _  2ar'5os6)- 

Iri  dieser  Gleichung  gelten  überall  gleichzeitig  die  oberen  Zeichen, 
wenn  r' >  a,  und  die  unteren,  wenn  r'  <^a  ist.  Die  Gleichung 
lässt  sich  kürzer  schreiben: 

(7)       2  P  =  +  rl_Z_^  Fi^)  4-  '-^^  F(0) 

^  r^2  _  q2     /^ F^  (6)  (^6 

*''        J     («2  -|-  r'2  —  2ar'cosÖ)^ 
Soll  nun  }''  =  a  gesetzt  werden,  so  erhält  man 

2  V  =  2F(0-)±  lim  ^~^=^  r_Zlffi__  c^o. 

*/   2  a  sin  "  6 

Das  letzte  Integral  hat  dann,  aber  auch  nur  dann,  einen  endlichen 
Werth ,  wenn  F'  (0)  =  0  ist.  Wir  wollen  nachher  zeigen ,  dass 
diese  Bedingung  im  allgemeinen  erfüllt  ist.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung reducirt  sich  die  letzte  Gleichung  auf  folgende: 

2  71 

V  =  F(0)  =  ^  1/(0,  <p)  d^    für  Ö  =  0. 


2.  j^ 


0 

Der  letzte  Ausdruck  ist  aber  das  arithmetische  Mittel  von  allen 
den  Werthen,  welche  die  Function  /  (6,  cp)  auf  einem  Parallelkreis 
von  unendlich  kleiner  Poldistanz  annimmt ,  d.  h.  da  /  (fJ,  cp)  ein- 
werthig  vorausgesetzt  ist,  gleich  dem  Werthe  dieser  Function  im 
Pole  selbst.    Und  das  war  zu  beweisen. 

§.  32. 
Fortsetzung:    Die  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  der  Oberfläche. 

Für  die  Dichtigkeit  haben  wir  die  Gleichung  abgeleitet 
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Für  V  nehmen  wir  am  besten  den  Ausdruck  (7)  des  vorigen  Pa- 
ragraphen.   Dann  findet  sich 

F'  (0)  db 


±(i+-^)r — 


(«2  _|_  r^2  —  2ar'  cos  6)- 


»'         J     («2  _|_  ,./2  _  2  a  r'  cos  by 

und  daraus  wird  für  r'  =  a  +  0 

(6)  da 


sin  -^  6 


0 

,.'2  —  «2    /v_  ,.'    I    a  cos  0)  F'  (0)  <Z0 

+  hm ^ ' r-j . 

''         J  (a2  4-  r'2  —  2ar'cosÖ)^ 

Das  letzte  Integral  ist  noch  zu  transformiren.    Wir  schreiben 

a  cos  0  —  r'  :=  (a  —  r')  —  a  (1  —  cos  6) 

=:  («  —  r')  —  2  a  sin  -^  Ö^. 
Demnach  ist 

r      '^'^  ~~  ^'^     C  ^~  '''  "^  ^  ^^^  ^^-^  ^''  '-^^-'  ^^ 
'''         J     («2  _|_  ^.'2  _  2  a  r'  cos  6)^ 

'''       J     (a2  4-r'2  _  2ar'cosÖ)^ 

TT 

(r'2-a^)    C  2  a  sin  i- 62 

-  lim  "^ ^  l ^  i'"  (6)  c^Ö. 

''  1   (2asin^0) 

0 

Der  letzte  Bestandtheil  der  rechten  Seite  verschwindet,  wenn  das 
Integral  einen  endlichen  Werth  hat,  d.  h.  wenn  F' (0)  =  0  ist. 
Den  ersten  Bestandtheil  zerlegen  wir  weiter.    Es  ist  nemlich 
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(,>  _  «)2  ^  _  («2  _^  ,./2  _  2  a  r'  COS  6)  -|-  4  a  r'  sin  4"  6^. 


Folglich 


lim 


(r^2_a2)   /•  (_  ,,>  _|_  a  cos  6)  i^'  (b)  m 


'S 


(o2  -|-  ,.'2  _  2  a  ;•'  cos  0)^ 


2  a  sin  ^  0  I  8  a'^  sin  ^-0=5 


Danach  geht  die  Gleichung  (3)  über  in 

2(1-^;)  =+i^w-i^'(o)+if 

\  2ir'  /a±o  a       ^  ^        a       ^  ^  —  a    I 


F'  (6)  db 
sin|0 


und  die  Gleichung  (1)  gibt  jetzt 

1 
4  a  TT 


W  p  =  x^l^(-) 


1 


Man  sieht  aus  dieser  Gleichung,  wie  die  Dichtigkeit  p  in  irgend 
einem  Punkte  der  Kugeloberfläche  abhängig  ist  von  den  Werthen, 
welche  die  Potentialfunction  in  allen  Punkten  dieser  Oberfläche 
besitzt. 

Zur  Berechnung  von  p  ist  die  Formel  "nicht  brauchbar.  Viel- 
mehr hat  man  zu  diesem  Zweck  sie  in  eine  Reihe  von  Kugel- 
functionen  zu  entwickeln.  Die  Convergenz  der  Eeihe  darf  nicht 
a  priori  angenommen,  sie  muss  vielmehr  bewiesen  werden.  Das 
hat  Dirichlet*)  gethan,  indem  er  die  Reihe  summirt  und  all- 
gemein nachweist,  dass  ihre  Summe  gleich  dem  obigen  Integral- 
Ausdruck  ist. 


*)  Dirichlet.  Ueber  einen  neuen  Ausdruck  zur  Bestimmung  der  Dich- 
tigkeit einer  unendlich  dünnen  Kugelschale,  wenn  der  Werth  des  Potentials 
in  jedem  Punkte  der  Oberfläche  gegeben  ist.  (Abhandlungen  der  K.  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin,    1850.    Seite  99.) 
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Wir  haben  noch  zu  zeigen,  dass  im  allgemeinen,  d.  h.  abgesehen 
von  einzelnen  Ausnahmefällen,  F'  (G)  =  0  ist  für  0=0.    Zu  dem 
Ende  ziehen  wir  im  Pol  der  Kugel  (Fig.  25)  zwei  Tangenten,   pa- 
rallel resp.  zu  den  Axen  der  positiven  x  und  der  positiven  ?/,  und 
bezeichnen   die   auf  ihnen  gezählten  Strecken 
resp.  mit  ?  und  r^.   Nehmen  wir  dann  auf  irgend 
einem  Meridian,  der  mit  dem  Anfangsmeridian 
den  Winkel  cp  einschliesst,  vom  Pol  aus  eine 
unendlich  kleine  Strecke  0,  so  darf  man  diese 
durch  ihre  Tangente  ersetzen  und  hat  (unter 
Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  von  0) 
die  Gleichungen 

l  =r.  Q  cos  cp, 
Yj  =  0  cos  cp. 
Setzen  wir   voraus ,   dass  /  (0,  cp)   in   der  Nähe  des  Pols  endliche 
Derivirte  hat,  so  können  wir  nach  Taylor 's  Satze  entwickeln 

Dabei   sind   die   nicht  hingeschriebenen  Glieder   der   zweiten  und 
höheren  Poten/en  von  0  proportional.    Hieraus  erhalten  wir 


3r/V 


^'(e)  =  v,-\- 


in 


® '''  '^  (Tr)o+ 


0  sin 


m-^ 


+••  • 


3F 


271  271 

)^^Jcos<p  ^<p  H- 2^e(y^\J"sin  cp  d^ 


-f  .  .  . 
F„+0.O  +  . 


In   der  Entwicklung  von  F  {^)   nach  Potenzen   von  0  ist  also  der 
Coefficient  der  ersten  Potenz  gleich  Null,  d.  h. 

F'  (0)  =  0    für  0  =  0, 

was  zu  beweisen  war. 

In  besonderen  Eällen  können  Ausnahmen  eintreten,  die  dann 
eine  besondere  Untersuchung  nöthig  machen. 
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§•  33. 
Allgemeine  Eigenschaften  der  Green'schen  Function  U. 

Wir  gehen  zu  der  Betrachtung  der  allgemeinen  Eigenschaften 
der  Function  U  über.  Sie  ist  im  §.21  durch  drei  charakteristische 
Merkmale  definirt: 

Erstens:    Sie   genügt   im   Innern   des   Raumes   S  der 
tiellen  Differentialgleichung 


par- 


(1) 


2)2Z7   ,    32f/    ,    l^U 


+  ^f  + 


=  0. 


Zweitens:  Sie  hat  in  der  Oberfläche  des  Raumes  S  übei^all 
den  Werth  Null. 

Drittens:  Sie  ist  im  Innern  des  Raumes  *S  überall  endlich 
und  stetig  variabel,  ausser  im  Punkte  («',  y\  z'),  wo  sie  unendlich 

wird  wie  — -,    wenn 


t=Y{x-  x'Y  +  (2/  -  y'Y  -f  (z  -  z')\ 

Hiernach  ist  U  eine  Function  einerseits  von  den  Coordinaten 

x\y\z'  des  Unstetigkeitspunktes,  andererseits  von  den  Coordinaten 

33, 2/,  z   irgend   eines  Punktes   im  Innern   oder  auf  der  Oberfläche 

des   Raumes  /S.     Wir   wollen   mit   TJ   die  Function   V  bezeichnen, 

welche  im  Punkte  e  unend- 
Fig-26.  lieh   wird,    und   mit    Z7  (e') 

den  Werth,  welchen  sie  im 
Punkte  e'  annimmt.  Ebenso 
soll  U^,  die  Function  TJ  sein, 
welche  im  Punkte  e'  unend- 
lich wird,  und  U,{z)  soll 
den  Werth  bezeichnen,  den 
sie  im  Punkte  e  annimmt. 
Um  die  Punkte  s  und  s'  als 
Mittelpunkte  legen  wir  zwei 
Kugelflächen  mit  den  Radien 
t  und  f.  Den  inneren  Raum 
dieser  Kugeln  schliessen  wir 
von  dem  Räume  S  aus  und  bezeichnen  mit  *Sj  den  Raum,  der 
übrig  bleibt.  Dann  sind  ZT,  und  t/,,  sowie  ihre  ersten  Derivirten 
im  Innern  von  S^  überall  endlich  und  stetig  variabel.    Ausserdem 
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genügen  im  Innern  von  *S,  beide  Functionen  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung (1).  Folglich  ist  nach  dem  Satze  von  Green 
(§.  20) 

(2)  J  (^' -AT -^•■^) ''"  =  '• 

wenn  das  Integral  über  die  Begrenzung  von  S^  erstreckt  wird 
und  n  die  in  der  Begrenzung  nach  dem  Innern  von  /S,  gezogene 
Normale  bezeichnet.  Die  Begrenzung  von  S^  besteht  aus  der  Ober- 
fläche des  Raumes  S  und  aus  den  beiden  Kugelfläclien  um  s  und 
s'.  In  der  Oberfläche  von  S  sind  U^  und  f/<  beide  gleich  Null, 
folglich  liefert  diese  Oberfläche  zu  dem  Integral  (2)  ebenfalls  den 
Beitrag  Null,  Für  die  Kugelfläche  um  e  (Fig.  26)  fällt  die  Rich- 
tung von  n  mit  der  Richtung  der  wachsenden  t  zusammen.  Das 
Oberflächen-Element  do  ist  t^  dui,  wenn  mit  dm  das  Element  auf 
einer  Kugel  vom  Radius  1  bezeichnet  wird.  Die  um  s  gelegte 
Kugelfläche  liefert  also  zu  dem  Integral  (2)  den  Beitrag 


Nun   sind   U ,  und   — — —   in   der  Kugelfläche   endlich.     Ferner   ist 
in  liir 

Folglich  haben  wir  für  ein  unendlich  abnehmendes  t 
lim  <2  U  ^'  =  0, 

'        Ol 

lim  ^2  u,^  =-c;;.(s), 

und   der  Beitrag,   welchen  die  Kugelfläche  um  s  zu  dem  Integral 
(2)  liefert,  hat  für  lim  ^  =  0  den  Grenzwerth 

4  T.  U,^  (s). 
Ebenso  findet  sich  der  Beitrag,  welchen  die  um  s  gelegte  Kugel- 
fläche zu  dem  Integral  (2)  liefert.    Sein  Grenzwerth  für  lim  ^  =^  0  ist 

—  4  TC    C/,  (£'). 

Der  in  Gleichung  (2)  ausgesprochene  Satz  lautet  jetzt  also 
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oder  kürzer 

(3)  U,^{e)  =   U,{z'). 

D.  li.  die  Function  U  ist  eine  symmetrische  Function  von 
(x,  y,  z)  und  von  (x',  y\  z'). 

§.  34. 
Eindeutige  Existenz  der  Function  U.     Diriclilet's  Princip. 

Die  Herstellung  der  Potentialfunction  ist  zuerst  von  Green 
auf  die  Herstellung  der  Function  U  zurückgeführt  in  der  oben 
(§.  20)  citirten  Abhandlung:  an  essay  on  the  application  of  ma- 
thematical  analysis  to  the  theories  of  electricity  and  magnctism. 
Green  gibt  aber  keinen  Beweis  dafür,  dass  für  jede  Gestalt  des 
Raumes  S  auch  wirklich  eine  Function  U  und  nur  eine  existirt, 
die  den  gestellten  Bedingungen  Genüge  leistet.  Er  beruft  sich 
einfach  auf  die  physikalische  Bedeutung  der  Function  ü.  *)  Diese 
Lücke  hat  Gauss  ausgefüllt.**)  Er  bezeichnet  mit  U  eine  Grösse, 
die  in  jedem  Punkte  der  Oberfläche  von  S  einen  bestimmten,  end- 
lichen, nach  der  Stetigkeit  sich  ändernden  Wertli  hat,  und  mit  V 
die  Potentialfunction  einer  über  dieselbe  Oberfläche  auszubreitenden 
Masse  M.  Die  Ausbreitung  der  Masse  darf  so  geschehen,  dass  die 
Dichtigkeit  p  entweder  überall  positiv  ist,  oder  dass  sie  in  ein- 
zelnen Theilen  der  Fläche  auch  negativ  sein  kann.  In  dem  zweiten 
Falle  ist  M  die  algebraische  Summe  der  positiven  und  der  nega- 
tiven Massen.  Gauss  beweist  dann,  dass  es  allemal  eine  und  nur 
eine  Vertheilung  der  Masse  gibt,  bei  welcher  die  Diff'erenz  V —  U 
in  allen  Punkten  der  Fläche  einen  constanten  Werth  hat,  und  dass 
die  Gesammtmasse  M  so  gewählt  werden  kann,  dass  dieser  con- 
stante  Werth  =  0  ist.  Bezeichnet  man  nun  mit  .r  den  Abstand 
eines   Punktes   der  Oberfläche   von   dem   gegebenen  Unstetigkeits- 

punkte  im  Innern   von  /S,  so  hat die  Eigenschaften,  welche 


*)  Green.  An  essay  on  tlie  application  etc.  Art.  5.  (Grelle,  Bd.  44, 
S.  366,  367.)  „To  convince  ourselves  that  there  does  exist  a  function  as  we 
have  supposed  U  to  be,  conceive  the  surface  to  be  a  perfect  conductor  put 
in  communication  with  the  earth  and  a  unit  of  positive  electricity  to  be  con- 
centrated  in  the  point  p',  then  the  total  potential  function  arising  from  p'  and 
from  the  electricity  it  will  induce  upon  the  surface,  will  bc  the  required  value  oiU." 

**)  Allgemeine  Lehrsätze  etc.    Art.  31  bis  34. 
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Gauss  seiner  Function  U  zuschreibt.  Man  darf  also  den  Satz 
von  Gauss  speciell  so  aussprechen:  Auf  der  Oberfläche  eines 
gegebenen  Raumes  S  lassen  sich  immer  in  einer  und  nur  in  einer 
Weise  entweder  positive,  oder  theils  positive,  theils  negative  Massen 

so  ausbreiten,  dass  die  Function  V  -\ für  jeden  Punkt  der  Ober- 
fläche den  Werth  Null  hat.  Diese  Function  befriedigt  alle  Be- 
dingungen, welche  Green  für  seine  Function   U  aufstellt. 

Dieser  Beweis  ist,  wie  man  sieht,  nicht  rein  analytisch.  Seine 
Einkleidung  ist  der  Theorie  der  Potentialfunction  selbst  entnommen. 
Einen  rein  analytischen  Beweis  hat  später  Dirichlet  gegeben.*) 

Der  Satz  von  Dirichlet  lautet: 

Ist  die  Function  v  einwerthig,  endlich  und  stetig  variabel  für 
jeden  Punkt  in  der  Oberfläche  eines  begrenzten  Piaumes  S  gegeben, 
so  lässt  sie  sich  immer  und  nur  auf  eine  Weise  für  das  Innere 
so  bestimmen,  dass  sie  auch  da  einwerthig,  endlich  und  stetig 
variabel  ist  und  der  partiellen  Differentialgleichung 

Genüge  leistet. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  bilden  wir  das  über  den  Raum 
S  auszudehnende  Integral 

(2)       ß(„)=JJJ[(-)V(|)V(l^)>......        ^ 

Darin  soll  mit  u  eine  Function  bezeichnet  werden,  die  in  der 
Oberfläche  des  Raumes  S  überall  mit  der  gegebenen  Function  v 
übereinstimmt,  die  aber  im  Innern  des  Raumes  nur  an  die  Be- 
dingung geknÜ2:)ft  ist,  dass  sie  selbst  und  ihre  ersten  Derivirten 
überall  einwerthig,  endlich  und  stetig  variabel  seien.  Solcher 
Functionen  m  gibt  es  unendlich  viele.  Bezeichnet  man  eine  von 
ihnen  mit  ?f^,  so  lässt  jede  andere  sich  in  die  Form  bringen 

wenn  li  eine  passend  zu  wählende  Constante  bedeutet  und  s  eine 


*)  In   seinen  Vorlesungen  über  die  dem  umgekehrten  Quadrat  der  Ent- 
fernung proportional  wirkenden  Kräfte. 

Schwere,  Klektricität  ii.  Miigiictisniiis. 
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Function  von  a?,  ?/,  z  ist,  die  in  der  Oberfläche  des  Raumes  S  den 
Werth  Null  hat,  im  Innern  aber  an  dieselbe  Bedingung  geknüpft 
ist  wie  die  Functionen  n. 

Das  Integral  (2)  hat  unter  dieser  Voraussetzung  einen  end- 
lichen, positiven  Werth,  der  im  allgemeinen  ein  anderer  sein  wird, 
wenn  man  von  einer  Function  n  zu  einer  andern  übergeht.  Nun 
gibt  es  zwar  unendlich  viele  Functionen  n ,  die  den  aufgestellten 
Bedingungen  genügen,  und  folglich  wird  man  ihnen  entsprechend 
auch  unendlich  viele  Integralwerthe  erhalten.  Die  letzteren  sind 
aber  sämmtlich  positiv  und  endlich.  Demnach  ist  unter  ihnen  jeden- 
falls einer  vorhanden,  der  kleiner  als  alle  übrigen  ist.  Dieser 
kleinste  Werth  des  Integrals  il  («)  kann  nur  in  einem  Falle  gleich 
Null  sein,  nemlich  wenn  im  Innern  des  Raumes  8  die  ersten  De- 
rivirten  der  zugehörigen  Function  n  überall  gleich  Null  sind.  Fs 
müsste  also  diejenige  Function  n^  welche  das  Minimum  zu  Stande 
bringt,  im  Innern  von  S  constant  sein,  und  da  sie  eine  stetige 
Fortsetzung  der  in  der  Oberfläche  gegebenen  Function  v  ist,  so 
müsste  auch  diese  an  jeder  Stelle  der  Oberfläche  denselben  con- 
stanten  Werth  haben.  Schliessen  wir  diesen  Specialfall  durch  die 
Voraussetzung  aus,  dass  v  in  der  Oberfläche  stetig  variabel  sein 
soll,  so  ist  der  Minimalwerth  des  Integrals  um  eine  positive  end- 
liche Grösse  von  Null  verschieden. 

Diejenige  Function  ?/,  für  welche  das  Integral  (2)  seinen  klein- 
sten Werth  annimmt,  soll  für  das  Innere  des  Raumes  aS  mit  v  be- 
zeichnet werden.  Dann  lässt  sich  jede  andere  Function  u  in  die 
Form  bringen 

II  =z   ü  -|-  Ä  s. 

Wir  wollen  nun  die  Constante  h  unendlich  klein  nehmen.  Dann 
lautet  die  Bedingung  des  Minimum 

(3)  ß  (y)  <ü{v-\-  h  s). 

Nun  hat  man  aber 

TiX  "bx  öiC  ' 

ly  by  by 

bz  bz  bz' 
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Folglich  ist 


"^      '  \2x  Jx~^Yy   by  '^  'bz    Hzj 

und  danach  findet  sich 

(4)  ß  («  +  /'  s) 

+  Ä2    ß  (.9). 

Wird  nun  für  v=:^v-\-hs  die  Bedingung  (3)  befriedigt,  so 
ist  der  Coefficient  von  2  /?  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (4) 
notiiwendiger  Weise  gleich  Null.  Denn  sonst  könnte  man  das  Vor- 
zeichen von  //  so  wählen,  dass  das  Product 

negativ  ausfiele,  und  den  Zahlwerth  von  h  so  klein,  dass  das  po- 
sitive Glied  7^2  q  ^g-^  kleiner  würde  als  der  absolute  W^erth  des 
vorhergehenden  negativen  Gliedes.    Dann  hätte  man 

Q(v-}-  h  s)  <  ß  {v\ 
was  mit  (3)  im  Widerspruch  steht.    Also  ist 

Sü    3.S'     ,     'b'V    Tis     ,     3?;    7)8 

^y  ^y 

die  nothwendige  und,  wie  man  leicht  sieht,  auch  die  ausreichende 
Bedingung  für  das  Zustandekommen  des  Minimum  ß  (y).  Die  linke 
Seite  der  Gleichung  (5)  transformiren  wir  nach  §.  20  und  erhalten 

=  -/"  3«  *  -///'■■  (15-  +  sp  +  jii)  ''''=  '^y ''" 

Das  erste  Integral  auf  der  rechten  Seite  ist  über  die  Oberfläche 
des  Raumes  iS  zu  erstrecken.  Sein  Werth  ist  Null,  da  nach  der 
Voraussetzung  in  jedem  Punkte  der  Oberfläche  s  =^  0  ist.  Die  Be- 
dingung (5)  für  das  Minimum  geht  also  über  in 

10* 


f-\  C   r   r l'^v    2is     .     bv    2)8     ,     7>v    7)8  \   ^     ^     ^ 
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^''       fff-<^  +  lp  +  '^)'^''''  =  '- 

Da  aber  im  Innern  des  Raumes  S  die  Function  s  gänzlich  unbe- 
stimmt ist,  so  kann  diese  Gleichung  nur  dadurch  erfüllt  werden, 
dass  im  Innern  überall 

Nun  existirt  immer  ein  IMinimum  des  Integrals  Ü  (n).  Folglich 
muss  es  unter  den  unendlich  vielen  Functionen  21,  welche  in  der 
Oberfläche  von  aS  mit  der  dort  gegebenen  Function  v  zusammen- 
fallen, eine  geben,  welche  jenes  Minimum  zu  Stande  bringt,  und 
das  kann  nicht  anders  geschehen  als  durch  Befriedigung  der 
Gleichung  (8).  Diese  Function  ist  die  für  das  Innere  von  S  ver- 
langte stetige  Fortsetzung  der  in  der  Oberfläche  gegebenen  Func- 
tion V. 

Die  Transformation  (6),  durch  welche  die  Bedingung  (5)  in  (8) 
übergeht,  ist  nach  §.  20  nur  dann  zulässig,  wenn  die  Functionen 
s  und  V  und  die  ersten  Derivirten  von  v  im  Innern  des  Raumes  S 
überall  endlich  und  stetig  variabel  sind.  Diese  Bedingung  ist 
für  s  und  v  erfüllt.  Denn  wir  haben  von  allen  Functionen  u  und 
.s'  vorausgesetzt,  dass  jede  von  ihnen  mit  ihren  ersten  Derivirten 
einwerthig,  endlich  und  stetig  variabel  sei.  Denken  wir  uns  aber 
den  Fall,  dass  die  ersten  Derivirten  von  v  im  Innern  des  Raumes 
S  sich  sprungweise  änderten ,  wenn  der  Punkt  (tc,  ?/,  z)  von  der 
negativen  auf  die  positive  Seite  einer  gewissen  Fläche  übertritt, 
so  würde  zu  dem  Oberflächen -Integral  auf  der  rechten  Seite  von 
(6)  noch  der  Beitrag  hinzutreten 

In  diesem  Beitrage  ist  da  ein  P^lement  der  Unstetigkeitsfläche, 
p  die  Normale.  Die  Integration  ist  über  die  ganze  Unstetigkeits- 
fläche zu  erstrecken.  Zur  Erfüllung  der  Bedingung  (5)  würde  dann 
die  Gleichung  (8)  nicht  genügen.  Es  müsste  ausserdem  das  In- 
tegral (9)  den  Werth  Null  haben,  und  das  ist  bei  der  Unbestimmt- 
heit von  s  nicht  anders  möglich,  als  wenn  an  jeder  Stelle  der  an- 
genommenen Unstetigkeitsfläche 
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Diese  Gleieliuiig  sagt  aber  aus,  dass,  wenn  O  [v)  ein  Minimum  ist, 
die  ersten  Derivirten  von  v  im  Innern  des  Raumes  S  nicht  un- 
stetig sind. 

Es  fragt  sich  noch,  ob  ausser  der  einen  Function  n  ==-.  u,  welche 
das  Integral  ß  (?<)  zu  einem  Minimum  macht,  noch  eine  andere 
j(  =  y  -[-  s  dieselbe  Eigenschaft  besitzt.  Unter  s  soll  hier  wieder 
eine  Function  verstanden  werden,  welche  in  der  Oberfläche  von  aS 
den  Werth  Null  hat  und  im  Innern  derselben  Bedingung  genügt 
wie  die  Functionen  u.  Nun  ist  ß  (y  --}-  *)  ein  Minimum,  wenn  für 
eine  Constante  A,  die  unendlich  nahe  an  1  heranrückt,  die  Be- 
dingung erfüllt  ist : 

(11)  9.{v-\-s)^ü{v^hs). 

Wir  haben  nach  den  Gleichungen  (4)  und  (5) 
iliv-^hs)  =  ß(y)4-Ä2  ß(s), 
und  wenn  man  hierin  h  =^  \  setzt: 

il  (ü  _{-  s)    =    12  (y)  4-  il  (s). 

Dadurch  geht  die  Bedingung  (11)  in  folgende  über 

(12)  ß  (s)  <  Ä2  Q  (s) 

Da  man  aber  die  Constante  A"^,  die  unendlich  nahe  an  1  liegen 
soll,  nicht  bloss  grösser,  sondern  auch  kleiner  als  1  nehmen  darf, 
so  kann  der  Bedingung  (12)  nur  dadurch  genügt  werden,  dass 
man  setzt: 

(13)  ß  (s)  =  0. 

Bei  der  eigenthümlichen  Form  des  Integrals  ß  (s)  kann  diese 
Gleichung  nur  dann  zu  Stande  kommen,  wenn  im  Innern  des 
Raumes  S  überall 

d.  h.  s  =  const.  ist.  Der  constante  Werth  von  s  muss  aber  Null 
sein,  weil  in  der  Oberfläche  s  ^  0  ist. 

Von  allen  den  Functionen  n,  welche  die  in  der  Oberfläche  des 
Raumes  S  gegebene  Function  v  ins  Innere  stetig  fortsetzen,  gibt 
es  also  eine  und  nur  eine,  die  das  Integral  (2)  zu  einem  Mi- 
nimum macht.  Diese  Function  und  ihre  ersten  Derivirten  sind  im 
Innern  von  S  überall  endlich  und  stetig  variabel,  und  sie  selbst 
erfüllt  die  partielle  Difterentialgleichung  (8). 
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Mit  Hülfe  dieses  Satzes  ist  nun  leicht  zu  beweisen,  duss  für 
jede  Gestalt  des  Raumes  S  eine  und  nur  eine  Function  L'' exi- 
stirt,  welche  die  von  Green  aufgestellten  charakteristischen  Eigen- 
schaften besitzt.    Wir  setzen 

(15)  U=U,Jr-~^ 

wobei  )•  den  Abstand  des  Punktes  (x,  ?/,  z)  von  dem  inneren  Un- 
stetigkeitspunkte  («',  ?/',  z')  der  Function   U  bezeichnet.    Dann  hat 

man    U^  in    der   Oberfläche   gleich zu   nehmen    und   diese 

r 

Function  ins  Innere  des  Raumes  S  endlich  und  stetig  variabel  so 

fortzusetzen,  dass 

Das  kann  nach  dem  Satze  von  Dirichlet  immer  in  einer  und 

nur  in   einer  Weise  geschehen.     Da  nun  —  der  Gleichung  von 

Laplace  ebenfalls  genügt,  so  ist  die  in  (15)  ausgedrückte  Func- 
tion U  in  der  That  die  von  Green  verlangte.  Sie  ist  Null  in 
der  Oberfläche  von  S,  sie  ist  im  Innern  überall  endlich  und  stetig 
variabel  ausser  im  Punkte  {x%  y',  z') ,  wo  sie  unendlich  wird  wie 
der  reciproke  Werth  des  Abstandes,  und  genügt  im  Innern  von  aS 
der  Gleichung  von  Laplace.*) 

§.  35. 

Eine  Function  F,  die  der  Gleichung  von  Laplace  genügt,   hat  weder 

Maximum  noch  Minimum. 

Wir  wollen  noch  zeigen,  dass  eine  endliche  und  stetige  Func- 
tion V  in  keinem  Theile  des  Raumes,  wo  sie  die  Gleichung  von 
Laplace   erfüllt,    ein  Maximum  oder  ein  Minimum  haben  kann. 

Die  Function   V  und   die  Function  i )  genügen  beide 

der  Gleichung  von  Laplace.    Nach  dem  Satze  von  Green  ist  also 


^    [\  r  a)   In  "hn     \ 


(1) 

h  ^  0, 


*)  Man  vergleiche  die  Abhandlung  von  Dirichlet:  Öur  un  moyen  ge- 
neral  de  verifier  l'expression  du  potentiel  relatif  ä  une  masse  quelconque, 
homogene  ou  heterogene.    (Grelle.    Journal,  Bd.  32.  S.  80.) 
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wenn  man  das  Integral  über  die  Oberfläche  eines  Raumes  erstreckt, 

in  welchem   V  und  ( )  nebst   ihren  ersten  Derivirten  end- 

\  r         a  ) 

lieh   und  stetig  variabel  sind.     Einen  solchen  Raum  erhalten  wir 
zwischen  zwei  concentrischen  Kugelflächen  von  den  Radien  a  und  a', 

deren  Centrum  in  dem  Punkte  liegt,  von 
welchem  aus  r  gezählt  wird.  Wir  nehmen 
a'  <^  a  und  lassen  schliesslich  lim  «'  =  0 
werden.  Die  äussere  Oberfläche  (Fig.  27) 
gibt  als  Beitrag  zu  dem  Integral  (1) 


Fig.  27. 


für  r  =  a,  d.  h. 


•2  dt 


J      ' 

Die  innere  Oberfläche  liefert  dagegen  den  Beitrag 


für  r  =  a\  d.  h. 


Lässt  man   a'  in   Null  übergehen,   so   nimmt  dieser  Beitrag  den 
Grenzwerth  an 


/ 


Fq  d(si. 


Folglich  erhalten  wir  aus  Gleichung  (1) 

'  r(^o--^j^«> =0, 

d.  h.  es  kann  F„  —  V^  nicht  in  allen  Punkten  der  Kugeloberfläche 
vom  Radius  a  dasselbe  Vorzeichen  haben,  und  deshalb  ist  F(,  weder 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum. 


Dritter  Aliscliintt. 

HüifsstätKC  ans  der  Mechanik. 


§.  36. 
Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  für  einen  materiellen  Punkt. 

Um  nicht  allein  die  Kräfte,  sondern  auch  die  durch  sie  her- 
vorgebrachten Bewegungen  untersuchen  zu  können,  ist  es  nöthig, 
an  einige  Sätze  der  Dynamik  zu  erinnern. 

Wir  betrachten  einen  materiellen  Punkt  von  der  Masse  m. 
Seine  Coordinaten  a;,  ?/,  z  sind  Functionen  der  Zeit  t,  und  die  Auf- 
gabe der  Dynamik  besteht  darin,  diese  Functionen  ausfindig  zu 
machen,  wenn  zu  jeder  Zeit  die  bewegende  Kraft  K  gegeben  ist. 
Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  sind  Integrationen  auszuführen.  Den 
dabei  auftretenden  Integrations-Constanten  hat  man  dann  Special- 
werthe  beizulegen,  so  dass  gewisse  Nebenbedingungen  des  Problems 
erfüllt  werden.  Als  solche  Nebenbedingungen  können  z.  B.  gegeben 
sein  die  Anfangslage  und  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  bewegten 
materiellen  Punktes,  oder  auch  seine  Anfangs-  und  seine  Fndlage. 

Die  bewegende  Kraft,  welche  auf  den  materiellen  Punkt  wirkt, 
sei  K.  Ihre  Componenten  in  den  Richtungen  der  positiven  Coor- 
dinatenaxen  bezeichnen  wir  resp,  mit  X,  Y,  Z.  Dann  haben  wir 
die  Differentialgleichungen 


'di^ 


=  X. 


In    diesen   Gleichungen   multipliciren   wir   auf  beiden   Seiten   der 

(Ltjc,  ci/ji  ciz 

Reihe   nach    mit  —,—  dt.   -,-  dt.   -y-  dt,   verbinden   die   Resultate 
dt  dt  dt 
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links  und  rechts  durch  Addition  und  integriren  nach  t.  Dadurch 
ergibt  sich 

(^)  l™((f)+(f)+(^)l 

Wir  bezeichnen  mit  s  die  Lange  der  Bahn,  welche  der  materielle 
Punkt  bis  zum  Ablauf  der  Zeit  t  durchlaufen  hat,  so  dass  s  =  0 
ist  für  t  =  0.  Dann  haben  wir  ds"^  =^  dx"^ -\~  dy"^ -\- clz"^ .  und  die 
Gleichung  (2)  geht  über  in 


(3) 


'r»(w/=-'-+/(^f  +  ^l  +  ^f)^'- 


Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  können  wir  auch  s  als 
Integrations- Variable  einführen  und  unter  dem  Integralzeichen 
schreiben 

Hier  sind  -y-,    — , -  ,   ~f~  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  das  Bahn- 
as       ds      ds 

element  ds  mit  den  positiven  Coordinatenaxen  einschliesst.  Be- 
zeichnet man  nun  ferner  mit  a,  ß,  7  die  Winkel,  welche  die  Eicli- 
tung  von  K  mit  den  Richtungen  der  Componenten  bildet,  so  findet  sich 

-y      ClX  1^        y       Ciy  1^        y        (IZ 

ds  ds  ds 

v^  [dx  1     c??/         .    ,    dz  \ 

=  ^(^cosa  +  ^cosß  +  -^^-cos-,)  ^ 

=  Zcos(Zs). 
Dabei   ist   unter  {K s)   der  Winkel   zu   verstehen,   welchen  die  im 
Punkte    (ic,  ?/,  z)   angelegte  Tangente   der  Bahn    mit   der  Richtung 
der  bewegenden  Kraft  einschliesst. 

Die  Gleichung  (3)  lautet  hiernach  in  anderer  Form 


(4) 


-^  m  1^— I   =  const.  -\-  j  K  cos  (K  s)  ds. 


ds 
Wir  bezeichnen   die  Geschwindigkeit  -j     mit   v  und  den  Werth, 

den  sie  zur  Zeit  t  =  0  hat,  mit  v^.  Nehmen  wir  die  bestimmte 
Integration  vor  und  setzen  für  die  Zeit  die  Grenzen  0  und  t,  also 
für  den  Weg  die  Grenzen  0  und  s  fest,  so  ergibt  sich 
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1  1  r 

(5)  -^  mv^ ^  m  vi   =  j  Ä'cos  {K  s)  ds. 


2 


In  dieser  Gleichung  spricht  sich  der  Satz  aus,  dass  die  in  dem 
Zeitiiitervall  von  ^  =  0  bis  t  gewonnene  lebendige  Kraft  gleich 
ist  der  während  derselben  Zeit  verrichteten  mechanischen  Arbeit. 
Im  allgemeinen  ist  die  Arbeit  nicht  allein  von  der  Anfangs-  und 
Endlage  des  bewegten  Punktes  abhängig,  sondern  auch  von  der 
Bahn,  die  er  durcliläuft,  Sie  setzt  sich  ja  aus  allen  den  Pro- 
ducten  zusammen,  die  man  erhält,  wenn  jedes  Pahnelement  mit 
der  in  seine  Richtung  fallenden  Componente  der  bewegenden  Kraft 
multiplicirt  wird.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  Fall,  dass 
die  Arbeit  für  alle  Bahnen,  die  aus  einer  gegebenen  Anfangslage 
in  eine  gegebene  Endlage  überführen,  dieselbe  ist,  dass  sie  nur 
von  der  Anfangs-  und  Endlage  des  bewegten  Punktes  abhängig 
ist.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Componenten  X,  Y,  Z  die  resp. 
nach  cc,  y,  z  genommenen  partiellen  Derivirten  einer  und  derselben 
Function  m  V  sind,  welche  direct  nur  von  x,  y,  z  abhängt,  deren  Aus- 
druck also  die  Zeit  t  nicht  explicite  enthält.  In  diesem  Falle  geht 
die  Gleichung  (3)  über  in 

(6)  -^  mv"^  -■=  const.  -f-  mF, 
und  die  Gleichung  (5)  geht  über  in 

(7)  -^-  m  v'^ ^  m  vi  =  m(V —  F,,). 

Dabei  ist  V^  der  Wertli,  welchen  die  Function  V  annimmt,  wenn 
man  den  Coordinaten  x,  y,  z  des  bewegten  Punktes  ihre  Anfangs- 
werthe  beilegt. 

In  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  spricht  sich  der  Satz  aus: 
Wenn  die  Componenten  X,  F,  Z  die  resp,  nach  et-,  y,  z  ge- 
nommenen Derivirten  derselben  Function  m  V  sind,  welche  direct  nur 
von  X,  y,  z  abhängt,  so  ist  die  während  einer  Bewegung  gewonnene 
lebendige  Kraft  gleich  der  Diiferenz  der  Werthe,  welche  die  Func- 
tion mV  in  der  Anfangs-  und  in  der  Endlage  des  bewegten  Punktes 
annimmt. 

Dieser  Satz  ist  das  Princip  der  Erhaltung  der  leben- 
digen Kraft. 
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§.  37. 

Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  für  ein  freies  System  von 

materiellen  Punkten.    Die  Gleichung:    T  —  P^const. 

Wir  gehen  über  zu  der  Betrachtung  eines  Systems  von  be- 
wegten materiellen  Punkten.  Ihre  Massen  seien  wij,  Wj,  ,  .  .  m  . 
Die  Coordinaten  des  Punktes  von  der  Masse  m.  bezeichnen  wir 
mit  cc^,  ?/.,  z^  und  die  Componenten  der  auf  ihn  wirkenden  be- 
wegenden Kraft  mit  X,  Y.,  Z..  Diese  Componenten  sollen  von  der 
gegenseitigen  Lage  der  Punkte  abhängig  sein.  Deshalb  können  wir 
jetzt  nicht  jeden  Punkt  einzeln  betrachten,  wir  fassen  sie  gleich- 
zeitig in  ihrer  Gesammtheit  auf,  wir  untersuchen  die  Bewegung 
des  Systems. 

Das  System  soll  frei  sein,  d.  h.  jeder  Punkt  soll  der  auf  ihn 
wirkenden  bewegenden  Kraft  ohne  Hindernis  Folge  leisten.  Dann 
gelten  für  jeden  einzelnen  Punkt  die  Gleichungen  (1)  des  vorigen 
Paragraphen.  Wir  können  demnach  für  den  Punkt  m.  die  Gleichung 
(3)  des  vorigen  Paragraphen  ableiten,  welche  jetzt  lautet: 

ds. 
oder,  wenn  man  -^=f.  setzt: 
'  dt         ' 

\  r ,       dx.  dy.  dz.  v 

T  ^^^  ^'t  =  const  -f-J  (z,  ^  +  y;.  -^  -f  z,  -^)  dt. 

Diese  letzte  Gleichung  stellt  n  einzelne  Gleichungen  vor,  die  man 
erhält,  wenn  für  i  der  Keihe  nach  die  ganzen  Zahlen  1,  2,  3,  .  .  .  n 
gesetzt  werden.  Wir  wollen  diese  n  Gleichungen  durch  Addition 
verbinden.    Dadurch  ergibt  sich 

(1)  S I «.,  vi  =  co,.(.  +  jdt  tix,''^  +  r.  i  +  z,  ^i). 

Hier  ist  wieder  der  Fall  von  besonderer  Wichtigkeit,  dass  Z,,  1^,  Zj 
die  resp.  nach  «.,  ?/.,  z.  genommenen  partiellen  Derivirten  einer  und 
derselben  Function  P  sind,  welche  direct  nur  von  den  Coordinaten 
der  sämmtlichen  bewegten  Punkte  abhängt,  deren  Ausdruck  also 
die  Zeit  t  nicht  explicite  enthält.     Dann  ist 

^  /       dx.  dy.  dz.  \        dP 
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das  vollständige  Differential  der  Function  P.  Es  gibt  die  Arbeit 
an,  welche  das  System  in  dem  auf  die  abgelaufene  Zeit  t  folgenden 
Zeitelement  dt  verrichtet. 

Setzen  wir  noch  zur  Abkürzung 

so  kann  unter  der  eben  gemachten  Voraussetzung  die  Gleichung  (1) 
geschrieben  werden 

(2)  T—P  .=  const. 

Die  Differenz  der  beiden  Functionen  T  und  P  nennt  man  die 
mechanische  Kraft  des  Systems.  Die  Function  T  heisst  die 
virtuelle  mechanische  Kraft,  P  die  potentielle  mecha- 
nische Kraft. 

Wir  bezeichnen  mit  T^  und  P^  die  Werthe,  welche  die  Func- 
tionen T  und  P  zur  Zeit  t  ^^  0  haben.  Dann  ergibt  sich  aus  (2) 
unmittelbar 

(3)  T-T,  =  P-P,. 

Wenn  also  die  Bedingung  für  das  Vorhandensein  der  Function  P 
erfüllt  ist,  so  berechnet  sich  der  Zuwachs  an  lebendiger  Kraft 
(virtueller  mechanischer  Kraft),  welche  das  freie  System  von  ma- 
teriellen Punkten  bei  einer  wirklich  ausgeführten  Bewegung  erfährt, 
als  die  Differenz  der  Werthe,  welche  die  Function  P  für  die  An- 
fangs- und  die  Endlage  der  Punkte  des  Systems  besitzt.  Diese 
Differenz  ist  aber  unabhängig  von  den  Wegen,  auf  welchen  die 
Punkte  aus  ihrer  Anfangslage  in  die  Endlage  übergeführt  werden. 
Dieser  Satz,  welcher  in  Gleichung  (3),  oder  auch  in  Gleichung  (2) 
sich  ausspricht,  ist  für  das  freie  System  von  bewegten  materiellen 
Punkten  das  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft. 

§.  38. 
Das  Potential. 

Wir  gehen  zu  einem  besonderen  Falle  über.  Die  Kräfte,  von 
welchen  die  materiellen  Punkte  des  freien  Systems  in  Anspruch 
genommen  werden,  sollen  gegenseitige  Anziehungen  oder  Ab- 
stossungen  sein,  deren  Grösse  nur  von  den  Massen  der  auf  einander 
wirkenden  I'unkte  und  von  ihrer  Entfernung  abhängt.  Dann  gibt 
es   eine  Function  P,   wie   sie   im  vorigen  Paragraphen  eingeführt 
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ist.    Um  dies  zu  beweisen,  betrachten  wir  irgend  welche  zwei  von 

den   n  Punkten   und   l>ezeichnen   ihre  Masse  resp.  mit  •>»,■  und  m^;. 

Diese  beiden  Punkte  sollen  in  der  Richtung  ihrer  Verbindungslinie 

eine  bewegende  Kraft  auf  em- 
^is-  2^-  ander  ausüben ,  die  wir  mit 

fik('''ik)  hezeichnen.  Die  Kraft 
ist  Abstossung  oder  Anziehung, 
je  nachdem  der  Werth  dieser 
Function  positiv  oder  negativ 
ist.  In  dem  Zeitelement  dt 
durchlaufe  der  Punkt  tru  den 

Weg  fhi  und  der  Punkt  mu  den  Weg  dsk  (Fig.  28).    Dabei  verrichtet 

der  Punkt  m.i  die  mechanische  Arbeit 

und  der  Punkt  mj^  verrichtet  die  Arbeit 
Es  findet  sich  aber  leicht 


cos  (r,- 7c,  dsi) 


X.   dx         y^  —  Vi   dy 


dsi 


2  Tij, 

und  auf  demselben  Wege 


r         dsi 
2)Si 


+ 


z.    dz. 
dsi 


cos  (?',fc,  dsk) 


Die   von  beiden  Punkten  im  Zeitelement  dt  verrichtete  Arbeit  ist 
demnach 

=  f.,  (r.,)  dr.,. 
Bezeichnen   wir  nun   mit  F.,  (r.,)   eine   Function   von  r., ,   deren 

1  k    \   ik  tk' 

Differentialquotient  f.j^  (r.j.)  ist : 


dvik 

so   ist   die   von   t  =  0  bis   zur   abgelaufenen   Zeit  t  vermöge   der 
Wechselwirkung  zwischen  den  Masseh  m»  und  mu  geleistete  Arbeit: 
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Die  Gesammtarbeit  aller  Massen  des  ganzen  Systems  findet  sich, 
indem  man  in  dem  letzten  Ausdruck  für  /  k  alle  Combinationen 
zweiter  Klasse  aus  den  Elementen  1,  2,  3,  ,  .  .  ?i  setzt  und  die  ent- 
stehenden einzelnen  Werthe  summirt.    Die  Gesammtarbeit  ist  also 

(1)  S^'-'^^^'-^-)~St^'-^(''^"'^'-o- 

Die  Summe  V^  Fj^  (vik)  ist  die  potentielle  mechanische 
Kraft  P.  Wir  nennen  sie  kürzer  das  Potential.  Die  Inte- 
grations-Constante  soll  so  gewählt  werden,  dass  P  =0  ist ,  wenn 
alle  Punkte  in  unendlicher  Entfernung  liegen. 

Das  Potential  ist  also  die  Arbeit,  welche  verrichtet 
würde  bei  der  U e b e r t r a g u n g  der  Punkte  aus  unend- 
licher Entfernung  in  ihre  wirkliche  Lage. 

Das  Potential  ist  unabhängig  von  den  Wegen,  auf  welchen 
man  diese  Uebertragung  vornehmen  will.  Ebenso  ist  aber  die  Ge- 
sammtarbeit (1)  des  Massensystems,  die  bei  dem  Uebergange  aus 
einer  Lage  im  endlichen  Gebiete  in  eine  andere  solche  Lage  ver- 
richtet wird,  unabhängig  von  den  Wegen,  welche  die  einzelnen 
Punkte  durchlaufen.  Sie  hängt  allein  von  der  Anfangs-  und  von 
der  Endlage  der  Punkte  des  Systems  ab.  Man  kann  also,  wenn 
es  nur  auf  die  Berechnung  der  verrichteten  mechanischen  Arbeit 
ankommt,  alle  Punkte  aus  ihrer  Anfangslage  in  unendliche  Ent- 
fernung rücken  und  hierauf  in  ihre  Endlage  übergehen  lassen. 
Bei  der  ersten  Bewegung  erhält  man  als  Arbeit  den  negativen 
W^erth  des  Potentials  für  die  Anfangslage,  bei  der  zweiten  das  Po- 
tential selbst  für  die  Endlage.  Dies  ist  die  Bedeutung  des  Aus- 
drucks (1). 

Bei  Anziehung  im  umgekehrten  Verhältnis  des  Quadrates 
der  Entfernung  ist  das  Potential 

Tili  Ttlk 


(2)  p-I, 


i-ik 

Hier  ist  wieder  für  i  k  jede  Combination  zweiter  Klasse  aus  den 
Elementen  1,  2,  3,  .  .  .  n  zu  nehmen,  und  die  entstehenden  einzelnen 
Ausdrücke  sind  zu  summiren. 

Wir  haben  bis  jetzt  vorausgesetzt,  dass  jeder  Punkt  des  Sy- 
stems mit  allen  anderen  in  Wechselwirkung  stehe.    Das  Potential, 
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welches  man  dabei  erhält,  nennt  man  das  Potential  des  Massen- 
systems auf  sich  selbst. 

Es  ist  aber  auch  der  Fall  zu  betrachten,  dass  jeder  Punkt 
des  einen  Massensystems  in  Wechselwirkung  steht  mit  jedem  Punkte 
eines  zweiten  Systems. 

Wir  wollen  die  Massen  des  einen  Systems  mit  m^,  m^,  .  .  .  nin, 
die  des  anderen  Systems  mit  il/j,  M^,  .  .  M^.  bezeichnen.  Wenn  die 
Wechselwirkung  in  Anziehung  oder  Abstossung  besteht,  deren  Grösse 
eine  Function  der  Entfernung  ist,  so  erhalten  wir  für  die  geleistete 
Arbeit  wieder  den  Ausdruck  (1).  Die  Entfernung  7%^.  bezieht  sich 
aber  jetzt  auf  einen  Punkt  mi  des  einen  Systems  und  einen  Punkt 
Mj,  des  anderen.    Es  ist  also  jetzt 


(S,-;«,)^  +  (r,-2/,?  +  (C,-.,) 


Die  Summirung  ist  so  zu  verstehen,  dass  je  ein  Punkt  des  ersten 
Systems  (m^,  o^i^,  .  .  .  Wm)  mit  je  einem  Punkte  des  andern 
(M^,  M^,  .  .  .  M^)  zusammengestellt,  für  jede  Zusammenstellung  die 
Function  F^^  (vik)  gebildet  und  alle  entstehenden  Functionen  summirt 
werden.     In  dem  Integral 


ist  die  Integrationsconstante  so  zu  wählen,  dass  Fu-  (r,fc)  =  0  wird 
für  Vi  Je  =  oo.     Dann  ist 

(3)  p=  5]/';-.M 

das  Potential  des  einen  Massensystems  auf  das  andere. 
Bei  Anziehung  im  umgekehrten  Verhältnis  des  Quadrates  der 
Entfernung  hat  man  jetzt  das  Potential 

Bei  Abstossung  nach  demselben  Gesetze  ist  in  (2)  und  (4) 
auf  der  rechten  Seite  negatives  Vorzeichen  zu  setzen. 

Die  Potentialfunction  einer  anziehenden  (oder  abstossenden) 
Masse  auf  einen  Punkt  (cc,  ?/,  z)  ist  das  Potential  dieser  Masse 
auf  die  in  dem  Punkte  (cc,  y.  z)  concentrirte  Masseneinheit. 
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§.  39. 

Das  Princip   des   Lag  ränge  für  ein  freies  System.     Die  Gleichung: 


.ßr 


-f  P)  dt  =  0. 


Das  Princip  des  Lagrange  ist  für  ein  freies  System  in 
der  Gleiclmng  ausgesprochen: 

=  0. 
Darin  sind  die  3w  Variationen  der  Coordinaten  von  einander  un- 
abhängig. Man  hat  also  zur  Erfüllung  der  Gleichung  (1)  für  sich 
gleich  Null  zu  setzen,  was  mit  jeder  einzelnen  Variation  multi- 
plicirt  ist.  Auf  diese  Weise  erhält  man  für  die  n  Punkte  des  Sy- 
stems die  3  11  Differentialgleichungen  der  Bewegung. 

Wenn  die  auf  die  Punkte  einwirkenden  Kräfte  so  beschaffen 
sind,  dass  ein  Potential  vorhanden  ist,  so  lässt  die  Gleichung  (1) 
sich  schreiben: 

=  0. 

Dafür  gibt  es  alier  einen  kürzeren  Ausdruck,  nemlich 

t 

(3)  8  C{T-\-P)dt  =  0. 

5 
Diese  Gleichung  ist  so  zu  verstehen.  Aus  einer  gegebenen  An- 
fangslage (für  ^  =  0)  kann  man  sich  die  Punkte  des  Systems  in 
eine  gegebene  Endlage  (zur  Zeit  t)  auf  unendlich  vielen  ver- 
schiedenen Wegen  ül)ergeführt  denken.  Für  jeden  Uebergäng  auf 
bestimmten  Wegen  hat  das  Integral 

t 

(4)  j{TJrP)dt 

0 

einen  bestimmten  Werth,   der  aber  sich  ändert,  sobald  die  Wege 
der   einzelnen  Punkte  des   Systems  geändert  werden.      Vergleicht 
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man  nun  zwei  Uebergänge  mit  einander,  bei  denen  die  Wege,  die 
jeder  einzelne  Punkt  durchläuft,  nur  unendlich  wenig  von  ein- 
ander abweichen,  so  sind  auch  die  Werthe  des  Integrals  (4)  für 
den  einen  und  für  den  anderen  Uebergang  nur  unendlich  wenig 
von  einander  verschieden.  Die  Aenderung,  welche  dem  Integral- 
werth  für  den  ersten  Uebergang  zu  ertheilen  ist,  damit  der  Inte- 
gralwerth  für  den  zweiten  Uebergang  herauskomme,  wird  die  Va- 
riation des  Integrals  (4)  genannt. 

Die  Gleichung  (3)  sagt  aus,  dass  von  allen  denkbaren  Ueber- 
gängen  aus  der  gegebenen  Anfangslage  in  die  gegebene  Endlage 
in  Wirklichkeit  derjenige  zu  Stande  kommt,  für  welchen  die  Va- 
riation des  Integrals  (4)  gleich  Null  ist. 

Um  zu  beweisen,  dass  dieser  Satz  nichts  anderes  ist  als  das 
Princip   des  Lagrange,    führen   wir   die  Variation  wirklich  aus. 

Es  ist  zunächst 

i  "—1 


also  findet  sich 

\  dt       dt     '^   dt       dV '^    dt       dt    I 


S(  dx.   d  r}X.         dv .   d  hl/.  dz.    d  Zz.  \ 

\  dt         dt         ^      dt         dt         ' 


und  in  Eolge  davon 
t  t 

Tdt  ^J  2j^^\\i,'  -V  +  dt   ^M'-^^dT-dt^i"^' 

0  0 

t 
dx.    d  ox.         dy.    d  ov.  dz.    d.  ?iz.  \ 


S  '"^j  { 


dt       dt      '^     dt        dt       '     dt       dt    j      ' 


0 

Den  Ausdruck 


t 

f 


t 

dx.  d  ox. 

-T^  7    'dt 

dt  dt 


wollen   wir   durch  Integration    nach  Theilen   umformen.     Dadurch 
ergibt  sich 


t  t. 

/dxi    d  oxi    ,  /  dxi  ^    \        /  dxi  ^    \  f^ 

—, ,       dt  =  {—,     oXi]  —  {—, —  6a?, I      —  I  QX{ 
dt       dt  \dt         ),       \dt         Jt-o     J 


Eür   die  Anfangslage    {t  =  0)    und    für    die  Eaidlage  (nach  Ablauf 
der  Zeit  t)   ist   aber   o.t,- =^  0-,   also   fällt   der  vom  Integralzeichen 

Seliweic,  Elektricität  ii.  Magiiotisnuis.  U 
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freie   Bestandtheil    auf    fler  rechten  Seite   der  letzten   Gleichung 
weg,  und  wir  erhalten 

t  f 

/dxi   d  hxi   7.  r^      d'^Xi   ^ 

0  (V 

Auf  demselben  Wege  findet  sich 

t  t 

/dy.    d  oy.  f        d'^y, 

0  0 

t  t 

J*  dzi    d  oz;    ,  r^      d'^Zi    -, 

dt       dt  J  ^^ 

0  0 

Folglich  geht  jetzt  die  Gleichung  (3)  in  folgende  über: 
(5)  O^p.g(|^-™,|fi)o., 


t     1  J 


Zu  ihrer  Erfüllung  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  für  jeden 
Zeitmoment  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  gleich  Null 
sei,  also: 

=c  0. 
Dies   ist  aber  die  Gleichung  (2).     Folglich  ist  bewiesen,   dass  das 
Princip   des  Lagrange   bei   dem  Vorhandensein  eines  Potentials 
durch  die  Gleichung  (3)  ausgedrückt  wird. 

In  unserm  Falle  ist  das  System  frei.  Die  3  n  Variationen 
der  Coordinaten  sind  also  von  einander  unabhängig.  Demnach  zer- 
fällt die  Gleichung  (6)  in  3  n  einzelne  Gleichungen,  indem  —  wie 
schon  oben  bemerkt  —  für  sich  gleich  Null  zu  setzen  ist,  was  mit 
jeder  einzelnen  von  den  3  n  Variationen  multiplicirt  vorkommt. 
Also  findet  sich 
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(7) 


d'^Xi 

=  0, 

SP 

d.-^y. 
"''•    dt^ 

=  0, 

SP 

d^Zi 

"''•    dt^ 

=  0. 

Hierin  ist  i  der  Reihe  iiacli  =  1,  2.  3,  .  .  .  n  zu  setzen.  Dann  sind 
die  Gleiclumgen  (7)  niclits  anderes  als  die  Dift'erentialgleicliungen 
der  Bewegung,  wie  sie  aus  dem  Princip  des  Lagrange  hervorgehen. 

§.  40. 
Das  nicht  freie  System. 

Das  System  der  n  Punkte  ist  nicht  frei,  wenn  zwischen  den 
Punkten  oder  zwischen  einigen  von  ihnen,  solche  Verhindungen 
vorhanden  sind,  vermöge  deren  die  einzelnen  Punkte  zu  anderen 
Bewegungen  gezwungen  werden,  als  sie  bloss  unter  dem  Kinfluss 
der  auf  sie  w^irkenden  Kräfte  ausgeführt  hätten.  Dieser  Fall  soll 
jetzt  betrachtet  werden. 

Nehmen  wir  den  Punkt  (x.^  y.,  e.)  von  der  Masse  m..  In  Folge 
der  vorhandenen  Verbindungen  vollführt  er  eine  andere  Bewegung, 
als  wenn  er  frei  und  nur  dem  Antriebe  der  Kraftcomponenten 
X,-,  Yj,  Zi  ausgesetzt  wäre.  Fs  fragt  sich  dann,  welche  Kräfte 
X!,  Y'.,  Z'.  man  noch  hinzufügen  müsse,  damit  sie  mit  jenen  (Kom- 
ponenten zusammen  den  völlig  frei  gedachten  Punkt  gerade  in  die 
Bew^egung  versetzen ,  die  wirklich  zu  Stande  kommt.  Kennt  man 
diese  Zusatzkräfte  X.,  Y.,  Z.  für  jeden  Punkt,  so  kann  man  die 
Bewegung  des  Systems  aus  einem  doppelten  Gesichtspunkte  be- 
trachten. Finmal  kommt  sie  wirklich  zu  Stande  unter  Kinwirkung 
der  gegebenen  bewegenden  Kräfte  und  der  vorhandenen  Verbin- 
dungen. Das  andere  mal  würde  sie  in  genau  derselben  Weise  zu 
Stande  kommen,  wenn  die  Punkte  des  völlig  frei  gemachten  Sy- 
stems von  den  gegebenen  Kräften  und  von  den  eben  betrachteten 
Zusatzkräften  getrieben  würden.  Da  nun  die  Wirkung  in  beiden 
Fällen  dieselbe  ist,  und  nur  die  Wirkung  in  Betracht  kommt,  so 
hat  man  das  Recht,  die  eine  Ursache  durch  die  andere  zu  ersetzen. 
D.  h,  man  darf  die  Bewegung  so  auffassen,  als  ob  die  Punkte  des 
Systems  frei  wären  und  ausser  den  gegebenen  Kräften  noch  die 
Zusatzkräftc  in  Wirksamkeit  träten.    Die  gegebenen  Kräfte  sollen 

11* 


1G4 
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wieder  so  beschaffen  sein,  dass  ein  Potential  vorhanden  ist.    Dann 
spricht   sich   das  Princip    des  Lag  ränge   in   der  Gleiclnmg   aus: 


(1) 


Zj  \\  ?«•,•  "" 


3P 


+  (     "- 


+  ( 


d^ 


Vi 


SP 


m. 


dt-^ 

d^Zj 

df^ 


Y 


')^y> 


+  ^)H 


0. 


\  Izi  '   dt^     '       7     '1 

Es  kömmt  nun  darauf  an ,  für  jeden  Punkt  des  Systems  die  Zu- 
satzkräfte X.,  y.,  Z'.  wirklich  ausfindig  zu  machen.  Zu  dem  Ende 
kann  man  die  Sache  auch  so  auffassen.  Es  ist  erlaubt,  für  jeden 
Punkt  des  unfreien  Systems  solche  Kräfte  hinzuzufügen,  die  sich 
gegenseitig  im  Gleichgewicht  halten.  Für  den  Punkt  (ic,.,  ?/.,  z.) 
fügen  wir  parallel  den  Coordinatenaxen  die  Kräfte 

Z.,     F.,    Z 
und  die  Kräfte 

-  X,    —  r,    —  z 

hinzu.  Die  letztgenannten  sollen  so  gewählt  werden,  dass  ihre  Wir- 
kung und  die  Wirkung  der  vorhandenen  Verbindungen  sich  gegen- 
seitig vernichten.  Dadurch  wird  eben  das  System  zu  einem 
freien,  und  zu  den  gegebenen  Kräften  treten  die  Zusatzkräfte 
X'.^  Y'..  Z.  hinzu.    Diese  sind  aber  völlig  bestimmt,  sobald  man  die 

Kräfte  —  X: , -r. ,  — Z;  kennt, 
^^'  durch    welche    die    Wirkung 

der  Verbindungen  aufgehoben 
wird. 

Es  ist  also  vor  allem  noth- 
wendig,  zu  untersuchen,  wie 
die  Kräfte  beschaffen  sind, 
welche  durch  die  Verbindungen 
aufgehoben  werden  und  ihrer- 
seits die  Wirkungen  der  Ver- 
bindungen aufheben.  Wir  be- 
trachten deshalb  die  verschiedenen  Arten  der  Verbindungen. 

Erstens.  Zwei  Punkte  {x.,  y.^  z.)  und  (x'^,  y^^  z^)  seien  durch 
eine  starre  Verbindungslinie  gezwungen,  in  constanter  Entfernung 
von  einander  zu  bleiben  (Fig.  29  u.  30).     Die  Bedingung,   welche 


Fig.  30. 
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dadurch  eingefülirt  wird,  lässt  sich  durch  die  Gleichung  aus- 
sprechen : 

(2)                                   M  =  ^'  —  const.  =  0, 
wenn 

>•  -  Vi^u  -  ^.O^  4-  {y,  -  i/,)^  +  (^.  -  ^i)^ 

gesetzt  wird.  Durch  diese  Verbindung  können  nur  solche  Kräfte 
aufgehüben  werden,  welche  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  zu 
vermehren  oder  zu  vermindern  streben,  d.  h.  zwei  gleich  grosse 
Kräfte,  deren  Richtungen  einander  entgegengesetzt  in  die  Verbin- 
dungslinie der  beiden  Punkte  fallen,  und  von  denen  die  eine  auf 
den  Punkt  ?»;,  die  andere  auf  den  Punkt  mu  wirkt.  Folglich  sind 
auch  Z'.,  F!,  Z.  die  Componenten  einer  Kraft  X,  w^elche  in  der 
Richtung  mi  in^  oder  in  der  Richtung  nik  lUi  auf  den  Punkt  mi 
wirkt.  Und  es  sind  X^,  Fj^,  Z^  die  Componenten  einer  ebenso 
grossen  Kraft  X,  die  der  vorigen  entgegengesetzt  auf  den  Punkt 
niic  wirkt.    Es  ist  also 

i 

r.  =  X 

Z  =^  X 


(3) 


XI 


^; 


Vi 

r 

Vk 

Zi 

r 

Zk 

Xk 

r 

-Xi 

Vu 

r 

yi 

Zk 

r 

-Zi 

—  X 

Ir 

IXi 

=  X 

=  X 

=  X 

^Xk 

=  X 

—  > 

3r 

'"  r  7)  Zu 

Das  virtuelle  Moment  der  Zusatzkräfte  ist  demnach 

(4)  X  {- OX.    -\ QV.    -\ r 02.) 

4-  X  {- —  OX,  4-  -- —  8?/,   -\ — - —  02,  ), 

d.  h. 

X  8r     oder  auch     X  hu. 

Die  Grösse  der  Kraft  X  bleibt  vorläufig  unbestimmt.    Ihr  Vorzeichen 
kann    sowohl   positiv   als   auch   negativ   sein.     Es   ist  positiv   für 
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Fig.  29,  negativ  für  Fig.  30.  Man  hat  aber  zu  bemerken,  dass 
X  QU  =  0  ist  in  Folge  der  Bedingungsgleiehung  (2). 

Zweitens.  Die  beiden  Punkte  (x.,  y.,  z^)  und  (x-^,  ?/^,  z^  seien 
durch  einen  biegsamen,  aber  unausdehnsamen  Faden  verbunden. 
Sie  werden  dadurch  an  eine  Bedingung  geknüpft,  deren  analytischer 
Ausdruck  ist 

(5)  u  ^  0, 

wenn  ii  =  const.  —  r  gesetzt  wird.  In  diesem  Falle  bildet  die  Ver- 
bindung gar  kein  Hindernis,  so  lange  w  >•  0  ist,  und  es  ist  ebenso 
lange  die  Zusatzkraft  X  =^  0.  Wenn  aber  u  ==  0  ist,  so  hebt  die 
Verbindung  zwei  gleich  grosse  Abstossungskräfte  auf,  deren  Rich- 
tungen einander  entgegengesetzt  in  die  Verbindungslinie  der  beiden 
T'unkte  fallen,  und  von  denen  die  eine  auf  den  Punkt  »<,,  die  andere 
auf  den  Punkt  7Hk  wirkt.  Bezeichnet  man  also  mit  X  die  absolute 
Grösse  der  beiden  Zusatzkräfte,  welche  im  Punkte  vii  und  im  Punkte 
iiik  anzubringen  sind,  so  hat  man  (Fig.  30)  für  die  Componenten 
die  Gleichungen 

X'.  =  X 

f;  =  x 

Z'  =  X 


(6) 


XI  =  1 


y:  ->^ 


Xk 

— 

■Xi 

r 

Vk 

— 

Vi 

r 

Zu 

— 

■  Zi 

a^« 

r 

-  *'/t 

Vi 

r 

Vk 

r 

Zi 

— 

Zu 

^r 

—  A  ■ 

OXi 

?r 

—  A 

^% 

^r 

—  / 

~bZi 

3r 

—  X 

TiXu  ' 

Ir 

—  ^ 

^yu' 

3/- 

—  >~ 

^Zk 

Das  virtuelle  Moment  dieser  Zusatzkräfte  ist 
(7)  —  X  or  =  X  on. 

Dieses  Moment  ist  gleich  Null  für  ?<  >  0,  weil  dann  X  =  0  ist. 
F^s  ist  gleich  Null  oder  positiv,  wenn  u  =  0  ist.  Demi  dann  ist 
OH  >  ü  vermöge  der  Bedingung  (5).  Der  Werth  der  absoluten 
Grösse  X  bleibt  für  ?(  =  0  vorläufig  unbestimmt. 

Drittens.    Die  beiden  Punkte  (cc.,  y.^  ä.)  und  (x^,  ?/^,  z^)  seien 
so  mit  einander  verbunden,  dass  ihr  Abstand  von  einer  gegebenen 
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Grösse  an  beliebig  vermehrt,  aber  unter  diese  Grösse  lierab  nicht 

vermindert  werden   kann.     Diese   Bedingung   lässt   sich  durch  (5) 

ausdrücken,  wenn 

u  =  r  —  const. 

gesetzt  wird.  Die  Verbindung  bildet  kein  Hindernis,  so  lange  «>-  0, 
und  ebenso  lange  ist  demnach  die  Zusatzkraft  X  =  0.  Wenn  aber 
n  =  0  ist,  so  hebt  die  Verbindung  zwei  gleich  grosse  Anziehungs- 
kräfte auf,  deren  Richtungen  einander  entgegengesetzt  in  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Punkte  fallen,  und  von  denen  die  eine 
auf  den  Punkt  ?»/,  die  andere  auf  den  Punkt  nik  wirkt.  Bezeichnet 
man  wieder  mit  X  die  absolute  Grösse  der  beiden  Zusatzkräfte, 
welche  im  Punkte  nii  und  im  Punkte  W/,.  anzubringen  sind ,  so 
gelten  (Fig.  29)  für  die  Componenten  die  (jleichungen  (3).  Das 
virtuelle  Moment  dieser  Zusatzkräfte  ist  demnach 
(8)  X  or  =  X  Ol/. 

Es  ist  gleich  Null  für  u  >■  0,  weil  dann  X  ^^  0.  Es  ist  gleich  Null 
oder  positiv,  wenn  u  =  0  ist.  Denn  dann  ist  hi  ^  0  vermöge  der 
Bedingung  (5).  Der  Wertli  der  absoluten  Grösse  X  bleibt  für  u  -- —  0 
wieder  vorläufig  unbestimmt. 

Viertens.    Der   Punkt   (x.^  y.,  z^    sei   gezwungen,   in   einer 
Fläche  zu  bleiben,  welche  durch  die  Gleichung 
(ü)  F{x,y.z).-Q 

charakterisirt  wird.  Die  Fläche  scheidet  zwei  Räume  von  einander. 
Für  jeden  Punkt  [x,  y^  z)  in  dem  einen  Räume  ist  F [x^  ?/,  z)  >>  U, 
für  jeden  Punkt  in  dem  anderen  Räume  ist  F{x^y^z)  <  0.  Für 
irgend  einen  Punkt  (x,  v/,  z)  in  der  Fläche  selbst  unterscheiden 
wir  die  positive  und  die  negative  Normale.  Die  positive  Normale 
geht  von  dem  Punkte  aus  in  den  Raum,  für  welchen  F (x,  y,  z) 
positiv  ist.  Sie  schliesst  mit  den  positiven  Richtungen  der  Coor- 
dinatenaxen  Winkel  ein,  deren  Cosinus  die  Werthe  haben 


!^^v(:DV(i^)V(^y. 


Die  Bedingung,   an   welche   die  Bewegung  des  Punktes  (x.^  y.,  z.) 
geknüpft  ist,  lässt  sich  durch  die  Gleichung  ausdrücken: 
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(10)  H  =   0, 

wenn  u  =  F (x.,  y.,  z.)  gesetzt  wird.  Das  Hindernis,  welelies  da- 
durch der  freien  Bewegung  des  Punktes  entgegengesetzt  wird,  kann 
nur  eine  Kraft  aufheben,  deren  lliuhtuiig  stets  in  die  negative 
oder  in  die  positive  Normale  der  Fläche  fällt.  Also  wird  auch  die 
Zusat/kraft  [x,  welche  im  Punkte  {x.,  y.,  z.)  anzubringen  ist,  die 
llichtung  der  positiven  oder  der  negativen  Normale  haben.  Setzen 
wir  zur  Abkürzung 

80  hat  jene  Zusatzkraft  die  Componenten 

2)H  i)ii  2iii 

ox.  dy.  dz. 

und  ihr  virtuelles  Moment  ist 

/19^  1  S»  .      I    ^  '''^  >      I   ^   '^^  > 

(  1  ^J  k  ~ —  riX.  -4-  A  -- -  Oy.  +  A  V    -  r}Z.  ==    A  OK. 

3oc.       '    '        3?/-  ^z.       ' 

Das  Vorzeichen  von  X  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die 
Zusatzkraft  in  die  positive  oder  in  die'  negative  Normale  fällt. 
Der  Werth  von  a  bleibt  vorläufig  unbestimmt.  Aber  das  virtuelle 
Moment  X  ou  ist  gleich  Null,  weil  8?«  =  0  vermöge  der  Gleichung  (10). 
Fünftens.  Der  Punkt  {x.,i/.,z?)  soll  sich  frei  bewegen  können 
in  dem  Räume,  für  welchen  F(x,  ?/,  z)  >  0  ist,  und  auf  der  Fläche  (9). 
Er  werde  aber  verhindert,  durch  diese  Fläche  hindurch  in  den 
Kaum  überzutreten,  für  welchen  F  («,  ?/,  z)  <  0.  Diese  Bedingung 
lässt  sich  so  aussprechen: 

(13)  w  >  0, 

wenn  u  =  F(x.,y.,z)  gesetzt  wird.  Hier  ist  die  Zusatzkraft  [x, 
welche  dieselbe  Wirkung  ausübt  wie  das  Hindernis,  gleich  Null, 
so  lange  u  >  0.  Sie  ist  positiv,  wenn  m  =  0.  Ihr  virtuelles  Mo- 
ment ist 

(14)  X  8t/, 

wobei  X  wieder  durch  die  Gleichung  (11)  definirt  wird.  Dieses 
Moment  ist  =-0,  so  lange  m>0,  weil  dann  X  =  0  ist.  Es  ist 
Null  oder  positiv  für  u  =  0.  Denn  dann  ist  X  positiv  und  rm  >  0 
vermöge  der  Bedingung  (13). 

Fassen    wir   die   gewonnenen   Resultate   zusammen.     Die   Be- 
dingungen,  welche   den  Punkten   des  unfreien  Systems  durch  die 
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vorlmiideneu  Verbindungen  auferlegt  werden,  lassen  sich  analytisch 
ausdrücken  durch  Gleichungen  oder,  Ungleichungen  von  der  Form 

u^  ^0,     «2  -^  0,  .  .  . 
Die  Functionen  u^,  u^,  .  .  .  sind  abhängig  von  den  Coordinaten  der 
Tunkte  des  Systems  oder  von  einigen  derselben.    Das  Princip  des 
Lagrange  ist  jetzt  in  der  Gleichung  enthalten 
t 

(15)  Cdt[a{T-\-P)-]^Yi^m)  =0. 

0 

Dafür  kann  man  auch  schreiben 

t  t 

(16)  8  C{T-{-P)  dt  ^  ^Y^  j  X  w  dt. 

Ü  0 

Die  durch  das  Zeichen  \\  vorgeschriebene  Summirung  bezieht  sich 

auf  sammtliche   Functionen   u^,n^,...,   die   in   den  Bedingungen 

des  Systems   vorkommen.     Die  Variationen   ou^,  ou.2,  •  •  •  sind  der 

Reihe  nach  mit  den  vorläufig  noch  unbestimmten  Grössen  X^,X2, . . . 

zu  multipliciren.    Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (16)  ist  entweder 

Null   oder  negativ,    weil  jedes   einzelne   X  ou   gleich  Null   oder 

positiv  ist. 

§.  41. 

Fortsetzung:    Bestimmung  der  Grössen  X. 

Es  handelt  sich  nun  noch  darum,  die  Grössen  X,,  Xj,  .  .  •  zu 
bestimmen.  Ihrer  Bedeutung  nach  sind  diese  Grössen  entweder 
gleich  oder  proportional  den  Zusatzkräften,  welche  man  ein- 
zuführen hat,  damit  das  System  als  völlig  frei  betrachtet  werden 
könne.  Nach  Einführung  der  Grössen  X  sind  demnach  die  Varia- 
tionen der  3  m  Coordinaten  i»i,^p2;j,  .  .  .ic;^,?/^,^^  wieder  von  ein- 
ander unabhängig.  Man  hat  also  in  Gleichung  (15)  des  vorigen 
Paragraphen  für  jedes  ort  zu  schreiben 


^-2                        ^2/2                         ^^2 
+ 

,     2iu     ^        I      7)11     -        ,      2iu    ^ 

4-  — ÖX     -] r 0?/     + 


Ix         "  -  '     3?/       -^^    '      7>z 
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Man  hat  ferner,  wie  in  §.  39,  das  Integral 


/' 


t 
Tdt 


zu  transforniiren.  Nachher  findet  sich  unter  dem  Integralzeidien, 
wenn  alles  zusammengefasst  wird ,  eine  Summe  von  3  n  Gliedern, 
welche  der  Reihe  nach  die  Variationen  hx^,  oij^,  oz^, . .  .ox  ,oij  ,  oz 
als  Factoren  enthalten.  Zur  Erfüllung  der  Gleichung  ist  dann  noth- 
wendig  und  hinreichend,  dass  für  sich  besonders  gleich  Null  ge- 
setzt werde,  was  mit  jeder  einzelnen  Variation  nudtiplicirt  ist. 
Dadurch  erhält  man  die  3  n  Differentialgleichungen  der  Bewegung, 
welche  jetzt  lauten 

öP  d'^Xi      y-^      7)11 

T^  ~  ''''  ~dt^  +Zj  ^  1^  "=  ^' 

-Iz.-'^^-di^+h^^-^' 

Als  unbekannt  sind  in  diesen  Gleichungen  anzusehen  die  3  n  Co- 
ordinaten,  insofern  ihre  Abhängigkeit  von  t  gesucht  wird,  ausserdem 
aber  ebenso  viele  Grössen  X,  als  Bedingungen  in  der  Form  u^  0 
gegeben  sind.  Die  Gleichungen  (1)  und  die  analytischen  Ausdrücke 
der  Bedingungen  sind  also  an  Zahl  ebenso  gross  wie  die  Anzahl 
der  Unbekannten.  So  lange  eine  Ungleichung  von  der  Form  ?t  >•  0 
erfüllt  ist ,  hat  man  das  zugehörige  X  =  0  zu  setzen.  Erst  wenn 
die  Coordinaten  aufhören,  die  Ungleichung  zu  erfüllen,  tritt  die 
Gleichung  n  =  0  in  Kraft,  und  das  zugehörige  X  hat  dann  einen 
unbekannten  Werth.  Umgekehrt  bleibt,  wenn  die  Bedingung  in 
der  doppelten  Form  «>0  auftritt,  die  Gleichung  »=^0  allein 
nur  so  lange  bestehen,  als  das  zugehörige  X  von  Null  verschieden 
ist,  und  von  dem  Augenblicke  an,  in  welchem  X  —  0  wird,  erhält 
neben  der  Gleichung  ?(  =  0  auch  die  Ungleichung  u  >■  0  ihre 
Gültigkeit.  Man  hat  also  immer  ebenso  viele  Gleichungen  als 
Unbekannte,  und  daraus  geht  hervor,  dass  die  Grössen  X  ver- 
möge der  vorhandenen  Gleichungen  bestimmte  Werthe  besitzen. 
Hat   man   diese   ermittelt   und   in   die  Gleichungen  (1)  eingesetzt. 
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SO  handelt  es  sich  nur  noch  um  die  Integration  von  3  n  simultanen 
Differentialgleichungen,  in  welchen  die  Coefficienten  sämmtlich  be- 
kannt sind. 

Um  die  Werthe  der  von  Null  verschiedenen  Grössen  X  zu  er- 
mitteln ,  hat  man  in  den  Gleichungen  von  der  Form  m  ==  0  zwei- 
mal hinter  einander  nach  t  zu  differentiiren.  Aus  den  so  gewonnenen 
neuen  Gleichungen,  deren  Zahl  wieder  gleich  der  Zahl  der  unbe- 
kannten X  ist,  werden  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (1)  die  nach  t 
genommenen  zweiten  Dift'erentialquotienten  der  Coordinaten  elimi- 
nirt.  Dadurch  hat  man  die  Gleichungen  erlangt,  aus  welchen  die 
Grössen  X  sich  berechnen  lassen. 

Diese  Methode  rührt  von  Lag  ränge  her. 


§.  42. 
Fortsetzung:    Andere  Methode. 

Die  Berücksichtigung  der  Bedingungen  des  Systems  lässt  sich 
auch  noch  in  anderer  Weise  bewerkstelligen.  Es  seien  diese  Be- 
dingungen in  3n  —  k  Gleichungen  ausgesprochen : 

(1)  Ui     =0,       ^2     =    0,       ...      tl3n-k=    0. 

Die  Grössen  «|,  «,,  .  .  .  ii3n-k  sind  gegebene  P'unctionen  der  3w  Co- 
ordinaten. Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (1)  kann  man  d  n  —  k  von 
den  Coordinaten  als  Functionen  der  übrigen  ausdrücken,  und  es 
werden  dann,  wenn  man  diese  Abhängigkeit  beachtet,  die  Glei- 
chungen (1)  identisch  erfüllt.  jVlan  kann  aber  auch,  —  und 
das  ist  noch  allgemeiner  —  k  neue  Variable  q^,  q2->  -  -  •  %  ^i^^" 
führen  und  jede  der  3  n  Coordinaten  X\-,  y x->  ^\  •  •  • '^n- Vn^  ^n  ^^'^ 
Function  dieser  neuen  Yariabeln  so  ausdrücken,  dass  die  Gleichungen 
(1)  identisch  erfüllt  sind.  Geht  man  dann  darauf  aus,  die  Grössen 
?ii  ?25  •  •  •  9k  ^^^^^  ^®^  Princip  des  Lagrange  als  Functionen  von 
t  zu  bestimmen,  so  ist  dieses  Problem  von  Nebenbedingungen  frei. 
Um  den  eben  ausgesprochenen  Grundgedanken  zu  verwirk- 
lichen ,  hat  man  zunächst  in  die  Functionen  T  und  P  die  neuen 
Variabein  gi-,  q2t  •  ■  •  9jc  einzuführen.    Es  ist 
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Man  hat  aber 

dxi 

•  •  + 

du. 

•  + 

dzi 
^dt     ^ 

•  + 

wenn  zur  Abkürzung  q'  für    ^  gesetzt  wird.    In  den  Gleichungen  (3) 

sind  -^^^,  —1-,  .  .  .  bekannte  Functionen  yon  q^,  q^,  .  .  .  g^.   Führt 

c/i^       du       (l.z 
man   also  in  die  Gleichung  (2)  für  -^^,  -|i,  ^  die  Ausdrücke 

ein,  welche  die  rechten  Seiten  von  (3)  angeben,  so  geht  dadurch 
T  in  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  von  den  Grossen 
<]'v%^"  q'j,  über,  und  die  auftretenden  Coefficienten  sind  Functionen 
von  q^,q^,  ..  .q^. 

Das  Potential  P  ist  eine  Function  von  qx,  ([i,  -  .  .  q .. 

In  unserm  Problem  wird  die  Anfangs-  und  die  Endlage  des 
Systems  als  bekannt  vorausgesetzt.  Es  sind  also  die  Anfangs-  und 
die  Endwerthe  von  q^,q^,...q^  bekannt. 

Gehen  wir  nun  daran,  das  Princip  des  Lagrange  in  An- 
wendung zu  bringen,  so  ist  die  Variation 

t 

8  C{T-\-F)dt 
5 
herzustellen.    Es  findet  sich 

t 

0  C{T-\-  P)dt 

0 


0 

Der  Bestandtheil 


J^'*' 


d.t 


0 

ist  zu  transformiren.    Wir  erhalten 


Das  nicht  freio  System.  173 


[>;4-Kr"L 


Der  vom  Intogmlzeiclien  freie  Tlieil  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung:;  fällt  weg,  weil  für  die  Anfangs-  und  die  Endlage  des 
Systems  oq.  ^^  0  ist.    Also  erhalten  wir 

(4) 


4--^:r/f^^^ 


dt  2)q.  S^ 

Nach  dem  Princip  des  Lagrange  ist  nun 

t 

0  C{T-]-F)dt  =  0, 

0 

und  zur  Erfüllung  dieser  Gleichung  ist  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  während  der  Dauer  der  Bewegung  zu  jeder  Zeit 


(^)     bJ-'^+^+^i-o 


sei.  Diese  Gleichung  zerfällt  in  k  einzelne  Gleichungen.  Da  nemlich 
die  Variationen  von  q^,  q-^-,  .  .  •  qj.  völlig  willkürlich  und  von  ein- 
ander unahhängig  sind,  so  muss  in  (5)  für  sich  gleich  Null  gesetzt 
werden,  was  mit  jeder  einzelnen  Variation  multiplicirt  ist.  Dadurch 
ergibt  sich 
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und  hierin  ist  i  der  Reihe  nach  =  1,  2,  ...  ä;  zu  setzen.  Dann 
hat  man  in  (6)  ein  System  von  k  simultanen  Üilferentialgleicliungen, 
durch  deren  Integration  die  Grössen  qx-,  fl2i  •  •  •  9ic  ^^^  Functionen 
von  t  gefunden  werden. 

§•  43. 

Der  Satz  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  hergeleitet  aus  dem 

Princip  des  Lagrange. 

Aus  dem  Princip  des  Lagrange  lässt  sicli  die  Gültigkeit  des 
Satzes  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  herleiten,  unter  der 
Voraussetzung,  dass  das  Potential  P  die  Variable  t  nicht  explicite 
enthält.  Da  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  in 
der  Gleichung  sich  ausspricht: 

T  —  P  =  const, 
so  kommt  es  nur  darauf  an,  zu  beweisen,  dass 

^pPl  =.  0 

dt 
ist.    Nun  berechnet  sich  aber 

d(T-P)      ^  3r   ,  ,  ^  3r   „     ^  SP   , 

(1)         dt~-  =  S^r'^^'+S^-^^-  -S  H '^'•' 

wenn  P,  wie  vorausgesetzt  wird,  die  Variable  t  nicht  explicite 
enthält.  Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  gesehen,  dass  T  eine 
homogene  Function  zweiten  Grades  von  den  Grössen  q[,  q'.j,,  .  •  .  q[ 
ist,  also: 

(2)  T=^^a,,.y;.y:. 

Hier  sollen  i  und  _/  irgend  welche  ganzen  Zahlen  aus  der  Peihe 
1,  2,  3,  ...  Ä;  sein.  Jeder  Werth ,  den  i  annehmen  kann,  soll  mit 
jedem  Werthe  von/ einmal  zusammengestellt,  und  die  entstehenden 
einzelnen  Ausdrücke  sollen  addirt  werden.  Danach  ist  T  eine 
Summe  von  k"^  Gliedern,  von  denen  jedes  seinen  eigenen  Coeffi- 
cienten  «..  hat.  Diese  Coefficienten,  für  welche  wir  allgemein  die  Pe- 
lation  a..  =  a..  feststtsllen,  sind  Functionen  der  Grössen  Vp  721  •  •  •  '/a- 

Aus  der  Gleichung  (2)  ergibt  sich  durch  Differentiation 
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und  forner 


d 


yT 


m 


^Q- '  x-^  da.. 


-^Yi-H--%+^Ys%-% 


dt  f—\    dt  .    , 

In  dieser  letzten  Gleichung  wollen  wir  auf  beiden  Seiten  mit  g'. 
multipliciren,  dann  für  i  der  Reihe  nach  alle  ganzen  Zahlen  1,2, ..  .k 
einsetzen  und  die  Resultate  rechts  und  links  vom  Gleichlieitszeichen 
addiren.    Dadurch  findet  sich 


k    d  (- ,  -r)  k       k      7 


k         k 

+  2SS    . 

Betrachten  wir  zunächst  den  ersten  Bestandtheil  der  rechten  Seite. 
Es  ist 

da..        ^  Sa. . 

und  in  Folge  davon 

^  ^  da..  A  i^4^  ^%  ] 


2j  3(7  "  •  ^"' 


Der  zweite  Bestandtheil   auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3) 
lässt  sich  schreiben 

k  k 

und  demnach  hat  man 

Benutzt  man  die  Gleichungen  (4)  und  (5),  so  geht  die  Gleichung  (3) 
in  folgende  über  » 

fc    ^ (\  .  )  k  k 
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Das  Princip  des  Lagrange  spricht  sich  aus  in  der  Gleichung  (G) 
des  vorigen  Paragraphen,  in  welcher  man  i  der  Reihe  nach  =  1, 2, , . .  Ä; 
setzen  darf.  Mnltiplicirt  man  nun  in  dieser  Gleichung  auf  beiden 
Seiten  mit  r/.  und  summirt  über  alle  Wertlie  von  i,  so  ergibt  sich 


^^m 


Hier  braucht  man  aber  nur  die  eben  abgeleitete  Gleichung  (G)  zu 
berücksichtigen,  um  zu  finden 

d.  h.  mit  Rücksicht  auf  (1): 

und  das  sollte  bewiesen  werden. 

Die  Untersuchungen  der  §§.  40  bis  43  sind  in  dem  besonderen 
Falle  anwendbar,  dass  die  materiellen  Punkte  des  Systems  ihre 
gegenseitige  Lage  nicht  ändern.  Sie  gelten  demnach  auch  für  die 
Bewegung  eines  starren  Körpers.  Die  Lage  eines  solchen  starren 
Körpers  ist  im  Räume  völlig  bestimmt,  wenn  man  sechs  von  ein- 
ander unabhängige  Grössen  kennt,  nemlich  die  drei  Coordi- 
naten  eines  mit  dem  Körper  fest  verbundenen  Punktes,  z.  B.  des 
Schwerpunktes,  dann  zwei  Winkel,  welche  die  Richtung  einer  ge- 
raden Linie  festlegen,  die  durch  jenen  Punkt  geht  und  mit  dem 
Körper  fest  verbunden  ist,  und  endlich  ein  Winkel,  welcher  die 
Lage  einer  Ebene  bestimmt,  die  jene  Linie  in  sich  enthält  und 
mit  dem  Körper  ebenfalls  fest  verbunden  ist.  Bei  der  Bewegung 
eines  starren  Körj^ers  hat  man  also  diese  sechs  Grössen  als  die 
Variabein  q  zu  nehmen. 


ZiA^^eitei?  Theil. 


Elektricität   und   Magnetismus. 


Schwere,  Elektricität  ii.  Magnetismus.  12 


Vierter  Atecliiiltl. 
Elektrostatik. 


§.  44. 
Grundgesetz  der  Elektrostatik. 

Zur  Erklärung  der  clcktrisclicn  Erscliciiiungen  stollon  wir 
die  Hypothese  auf,  dass  in  jedem  ponderabk^n  Körper  zwei  im- 
ponderable  elektrisehe  Fluida  vorhanden  sind:  das  positive 
und  das  negative  elektrisclie  Fluidum. 

Die  ponderablen  Körper  als  Träger  der  Elektricität  werden  in 
zwei  Klassen  eingetheilt,  in  Leiter  (Conductoren)  und  Nieht- 
leiter  (Isolatoren).  Unter  einem  Leiter  versteht  man  einen  solehen 
ponderablen  Körper,  innerhalb  dessen  die  elektrisehen  Flüssigkeiten 
sieh  vollkommen  frei  bewegen  können.  Unter  einem  Nichtleiter 
dagegen  versteht  man  einen  Körper,  in  welchem  jedes  kleinste 
Theilchen  der  elektrischen  Flüssigkeiten  an  dem  Körpermolekül 
haftet,  dem  es  ursprünglich  angehört  hat.  Zwar  gibt  es  in  der 
Natur  keine  vollkommenen  Leiter  und  keine  vollkommenen  Nicht- 
leiter. Vielmehr  setzt  jeder  Leiter  der  Bewegung  der  elektrischen 
Theilchen  einen,  w^enn  auch  sehr  geringen,  Widerstand  entgegen, 
und  in  jedem  Nichtleiter  ist  eine  Lagenänderung  der  elektrischen 
Theilchen  in  seinem  Innern  nicht  gänzlich  ausgeschlossen,  wenn 
sie  auch  nur  sehr  langsam  zu  Stande  kömmt.  Es  erleichtert  aber 
die  Untersuchung  der  elektrostatischen  Erscheinungen,  wenn  man 
bei  den  Leitern  den  sehr  geringen  Widerstand,  bei  den  Nichtleitern 
die  sehr  geringe  Beweglichkeit  der  elektrischen  Theilchen  ganz 
ausser  Betracht  lässt. 

Die  elektrischen  Fluida  sind  impondei-abel,  d.  h.  sie  werden 
von  der  Schwerkraft  nicht  in  Anspruch  genommen.  Dagegen  übt 
jedes  elektrische  Theilchen  auf  jedes  andere  elektrische  Theilchen 
eine  bewegende  Kraft  aus.  Zwei  elektrische  Theilchen  haben  gleiche 
Elektricitäts mengen,   wenn  jedes  von   ihnen   unter  gleichen 

12* 
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Umständen  auf  ein  und  dasselbe  dritte  Theilchen  nach  Grösse  und 
Richtung  dieselbe  Kraft  ausübt. 

Nach  dieser  Definition  erkennt  man  die  Möglichkeit,  gleiche 
Quantitäten  desselben  Fluidums  herzustellen  und  in  Folge  davon, 
bei  Annahme  irgend  einer  Einheit,  verschiedene  Quantitäten  des- 
selben Fluidums  zu  messen.  Es  kömmt  noch  darauf  an,  mit  dem- 
selben Maass  auch  die  Elektricitätsmengen  des  anderen  Fluidums 
zu  messen.  Zu  dem  Ende  definiren  wir  weiter :  Zwei  elektrische  Theil- 
chen haben  entgegengesetzt  gleiche  Elektricitätsmengen, 
wenn  sie  unter  gleichen  Umständen  auf  ein  und  dasselbe  dritte 
Theilchen  Kräfte  ausüben,  die  an  Grösse  gleich,  in  der  Richtung 
einander  entgegengesetzt  sind.  Hiernach  üben  zwei  gleiche  Quan- 
titäten des  einen  und  des  anderen  elektrischen  Fluidums,  wenn  sie 
in  demselben  Punkte  des  Raumes  vereinigt  sind,  gar  keine  Kraft 
aus.  Dies  ist  der  Grund,  weshalb  man  die  beiden  Flüssigkeiten 
als  positives  und  negatives  Fluidum  unterschieden  hat. 

Es  ist  nicht  unwichtig,  hier  eine  Bemerkung  anzuknüpfen. 
Denken  wir  uns  einen  Körper,  der  durchaus  keine  elektrische 
Wirkung  ausübt,  so  lässt  sich  sein  elektrischer  Zustand  in  doppelter 
Weise  auffassen.  Entweder  nemlich  kann  man  sagen:  an  jeder 
Stelle  des  Körpers  ist  die  Elektricitätsmenge  Null  vorhanden. 
Oder  man  kann  sagen :  an  jeder  Stelle  des  Körpers  ist  eine  Quan- 
tität positiver  und  eine  eben  so  grosse  Quantität  negativer  Elek- 
tricität  in  neutralem  Gemisch  vorhanden.  Ist  der  Körper,  der 
in  diesem  Zustande  sich  befindet,  ein  Leiter,  so  lehrt  die  Flrfahrung, 
dass  bei  blosser  Annäherung  einer  positiven  oder  negativen  elek- 
trischen Ladung  ein  Theil  der  Leiteroberfläche  positive  und  der 
übrige  Theil  negative  Elektricität  zu  erkennen  gibt.  Diese  That- 
sache  lässt  sich  nur  aus  der  zweiten  Auffassung  erklären,  nendich 
so,  dass  durch  die  in  der  Nähe  befindliche  elektrische  Ladung  der 
positive  und  der  negative  Bestandtheil  des  neutralen  Gemisches 
in  jedem  inneren  Punkte  des  Leiters  nach  entgegengesetzten  Seiten 
auseinander  getrieben  werden.  Ist  diese  Erklärung  richtig,  so  muss 
nach  der  Scheidung  ebenso  viel  positive  wie  negative  Elektricität 
vorhanden  sein.    Auch  dies  ist  durch  das  Experiment  bestätigt. 

Die  Erfahrung  hat  ü1)er  die  elektrostatische  Wechselwirkung 
von  zwei  elektrischen  Theilchen  das  folgende  Gesetz  festgestellt: 

Zwei  elektrische  Theilchen,  welche  in  zwei  Punkten 
concentrirt  in  Ruhe  sich  befinden,  üben  auf  einander  eine 
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Kraft  aus,  deren  Eiclitung  in  die  Verbindungslinie  der 
beiden  Punkte  fällt.  Die  Grösse  der  Kraft  ist  proportional 
dem  Producte  der  beiden  Elektricitätsmengen  und  umge- 
kehrt proportional  dem  Quadrat  ihrer  Entfernung.  Sie 
ist  Abstossung,  wenn  die  beiden  elektrischen  Theilchen 
gleichartig,  sie  ist  Anziehung,  wenn  die  Theilchen  un- 
gleichartig sind. 

Sind  also  s  und  s'  zwei  Zahlen,  die  nach  Zahlwerth  und  Vor- 
zeichen die  Elektricitätsmenge  des  einen  und  des  anderen  elek- 
trischen Theilchens  angeben,  und  ist  r  die  Entfernung  der  beiden 
Theilchen,  so  ist 

(1)  K  = 


£  £' 


die  Kraft,  welche  sie  in  der  Richtung  der  Verbindungslinie  auf 
einander  ausüben.  Diese  Kraft  ist  Abstossung  oder  Anziehung,  je 
nachdem  sie  positiv  oder  negativ  ist.  Die  Einheit  der  Elektricitäts- 
menge ist  dabei  so  gewählt,  dass  Ä"  =  1  ist,  wenn  z  =^z'  =  \  und 
r  =^  \  ist. 

§•  45. 
Aufgabe  der  Elektrostatik. 

■     Die  Aufgabe   der  Elektrostatik   lässt   sich  so  aussprechen; 

Es  ist  eine  Anzahl  Isolatoren  gegeben  und  in  jedem 
von  ihnen  die  Vertheilung  der  Elektricität  bekannt. 
Ausserdem  hat  man  A;  Leiter,  denen  der  Reihe  nach  die 
Elektricitätsmengen  m^,  m^,  .  .  .  m^.  mitgetheilt  sind.  Es 
fragt  sich,  wie  im  Gleichgewichtszustande  die  p]lektri- 
cität  sich  in  jedem  Leiter  und  an  seiner  Oberfläche  ver- 
theilt  hat. 

Wir  bezeichnen  mit  V  die  Potentialfunction  der  gesammten 
Elektricität.  Der  Ausdruck  für  V  ist  leicht  herzustellen.  Wir 
nehmen  im  Punkte  (x,  y,  z)  die  positive  Einheit  der  Elektricität 
an  und  bezeichnen  mit  s  die  Elektricitätsmenge  im  Punkte  (a,  6,  c). 
Mit  r  werde  der  Abstand  beider  Punkte  bezeichnet.  Dann  ist 
nach  der  Definition  der  Potentialfunction 

(1)  ''=~St' 

wenn  die  Summirung  über  alle  elektrisch  geladenen  Punkte  (a,  6,  c) 
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erstreckt  wird.  Bei  stetiger  Vertheilung  der  Elektricität  geht  die 
Summe  in  ein  Integriil  über  und  man  hat 

(2)  V =  —  r~-. 

Im  Innei-n  eines  Leiters  kann  die  Elektricität  sich  völlig  frei  be- 
wegen. Es  kann  daher  in  einem  Punkte  (x,  y,  z)  im  Innern  eines 
Leitei's  nicht  anders  (Jleichgewicht  stattfinden,  als  wenn  die  Com- 
j)onenten  der  bewegenden  Kraft  in  diesem  Punkte  gleich  Null  sind. 
Also  haben  wir  für  jeden  Punkt  im  Innern  eines  Leiters: 

(3)  f-  =  0,      AH^o,      1-^  =  0, 

2ix  by  bz 

Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  im  Innern  jedes  Leiters 

(4)  V  =  cotist. 
und 

ist.  Nun  lässt  sich  aber  der  Ausdruck  (2),  den  wir  hier  für  V 
gefunden  haben,  vergleichen  mit  dem  Ausdruck  des  §.  18,  welcher 
die  Potentialfunction  einer  anziehenden  ponderablen  Masse  gibt. 
Dort  ist  dm  das  Element  der  ponderablen  Masse,  hier  dz  das 
Element  der  elektrischen  Ladung.  Wenn  man  das  eine  durch  das 
andere  ersetzt,  so  ist  hier  —  V  dasselbe  wie  dort  F.  Der  Grund 
ist  leicht  einzusehen.  Dort  findet  Anziehung  statt,  wenn  dm  positiv, 
hier  Abstossung,  wenn  dz  positiv  ist.  Demnach  gilt  die  Gleichung  (2) 
des  §.  18  auch  hier,  nur  muss  man,  was  dort  F  war,  ersetzen  durch 
--  V.  Also  gilt  überall  da,  wo  man  die  Elektricität  über  einen 
Raum  von  drei  Dimensionen  vertheilt  findet,  die  folgende  partielle 
Differentialgleichung 

Hier  bedeutet  p  die  elektrische  Dichtigkeit  im  Punkte  (x,  y,  z), 
oder  mit  anderen  Worten:  es  ist  in  einem  Raumelemente  dxdydz, 
welches  an  den  Punkt  (x,  y,  z)  anstösst,  die  Elektricitätsmenge 
p  dx  dy  dz  enthalten. 

Dies  gilt  auch  für  den  Eall,  dass  der  Punkt  {x,y,z)  im 
Innern  eines  Leiters  liegt. 

Aus  der  Vergleichung  von  (5)  und  (6)  ergibt  sich  demnach, 
dass  im  Gleichgewichtszustande   die    Dichtigkeit   im  Innern 
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jedes  Leiters  überall  gleich  Null  ist.  Die  elektrischen 
Ladungen  der  Leiter  sind  also  mit  endlicher  Dichtigkeit  über  ihre 
Oberflächen  ausgebreitet.  Um  die  Dichtigkeit  in  einem  Punkte 
(x,  y,  z)  der  Oberfläche  zu  finden ,  bemerken  wir ,  dass  auch  der 
Satz  (3)  des  §.  18  hier  gültig  ist  mit  der  iModificatiou,  dass  hier 
—  V  zu  schreiben  ist,  wo  dort  V  stellt.  ISezeichnen  wir  also  mit 
p  eine  Strecke,  die  vom  Punkte  (a.-,  ?/,  z)  aus  auf  der  Normale  der 
Oberfläche  gezählt  wird,  negativ  nach  dem  Lniern  des  Leiters  zu, 
positiv  nach  aussen,  so  ergibt  sich 

Nun  ist  aber  im  Lmern  des  Leiters  und  (wegen  der  Stetigkeit) 
auch  in  der  Oberfläche   V  ^=  const.    Folglich  haben  wir 

und  die  Gleichung  (7)  geht  über  in 

Es  fragt  sich  jetzt,  wie  gross  die  Elektricitätsmenge  ist,  welche 
sich  auf  der  Oberfläche  irgend  eines  Leiters  angesammelt  hat. 
Zunächst  das  Quantum  m,  welches  ihm  ursprünglich  mitgetheilt 
worden.  Dazu  kommen  noch  die  positiven  und  die  negativen  Elek- 
tricitätsmengen,  welche  unter  der  P]inwirkung  aller  überhaupt  vor- 
handenen Ladungen  aus  dem  neutralen  Gemisch  des  betrachteten 
Leiters  ausgeschieden  sind.  Das  Quantum  der  durch  Scheidung 
hervorgerufenen  positiven  Elektricität  ist  aber  ebenso  gross  wie 
das  der  negativen.  Demnach  ist  die  algebraische  Summe -aller 
auf  der  Oberfläche  eines  Leiters  vorhandenen  Elektricität  gleich 
der  Elektricitätsmenge  m,  welche  ihm  ursprünglich  mitgetheilt 
worden. 

Es  sei  cZoj  ein  Oberflächen-Element  des  ersten  Leiters.  Wir 
errichten  in  einem  Punkte  (x,  ?/,  z)  dieses  Elementes  die  Normale, 
auf  welcher  von  ihrem  Fusspunkte  aus  die  Strecke  p  negativ  nach 
innen,   positiv  nach  aussen  gezählt  wird,  und  bilden  das  Product 

4  t:  \  c)p  /-fo     ^" 
Dasselbe  gibt,  wie  man  aus  Gleichung  (8)  ersieht,  die  Elektricitäts- 
menge an,  welche  über  das  Oberflächen-Element  ch^  ausgebreitet 
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ist.  Führt  man  also  eine  Integration  über  die  ganze  Oberfläche 
des  ersten  Leiters  aus,  so  erhält  man  die  gesammte  Elektricitäts- 
menge,  welche  auf  dieser  Oberfläche  sich  betindet.  In  derselben 
Weise  hat  man  rücksichtlich  aller  übrigen  Leiter  zu  verfahren  und 
gelangt  so  zu  den  Gleichungen: 


(9) 


de 


m.=  A--J(A^)     da,. 


Die.  Integrationen  sind  der  Reihe  nach  über  die  Oberfläche 
jedes  einzelnen  Leiters  zu  erstrecken. 

§.  46. 
Fortsetzung:    Lösung  der  Aufgabe. 

Wir  wollen  mit  «j,  a^,  ...  a^  die  constantcn  Werthe  be- 
zeichnen, welche  nach  eingetretenem  Gleichgewichtszustande  die 
Potentialfunction  V  im  Innern  und  auf  der  Oberfläche  der  ein- 
zelnen Leiter  besitzt.  Die  Grössen  a^,  a^,  ...  cik  stehen  mit  den 
Grössen  w,,  wij,  ...  ruk  in  einem  Zusammenhange,  der  jetzt  näher 
untersucht  werden  soll.  Zu  dem  Ende  ist  es  zweckmässig,  die 
Potentialfunction  V  in  folgender  Weise  in  einzelne  Bestandtheile 
zu  zerlegen. 

Es  sei  Vi  eine  Function  von  cc,  i/,  z,  die  im  ganzen  unend- 
lichen Räume  der  Gleichung  von  Lajjlace  Genüge  leistet: 

die  in  der  Oberfläche  und  im  Innern  des  iten  Leiters  den  Werth  I, 
in  der  Oberfläche  und  im  Innern  aller  übrigen  Leiter  den  Werth  0 
besitzt.  Wir  nehmen  i  der  Reihe  nach  =  1,  2,  3,  .  .  .  /fc,  und 
stellen  so  die  k  Functionen  «,,  n^,  «3,  ...  hu  her.  Dann  ist  die 
Diiferenz 

V  —  (a,  «j  4-  «2  ?*2  +  •  •  •  -f  ttk  Vk)  -=  w, 
eine  Function,   die  in  der  Oberfläche  und   im  Innern  sämmtlicher 
Leiter  den  Werth  Null  hat,  die  überall  ausserhalb  der  Isolatoren 
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der  Gleichung  von  Laplace  genügt  und  für  einen  Punkt  im 
Innern  eines  Isolators  in  derselben  Weise  wie  die  Potentialfunction 
die  Dichtigkeit  der  Elektricität  kundgibt.     Wir  haben  dann  also 

(2)  F  -^  ttj  u^  -|-  a.^  n^  -j-  ...  -|-  «/,  Vk  -f-  Wi 

und  hieraus 

-^ij  ^' "'  Tp"  +  "'^  ^^y  -I-  . . .  +  «.  ^^  -j-  ^. 

Nehmen  wir  nun  das  Integral 

ausgedehnt  über  die  Oberfläche  des  (/ten  Leiters,  und  setzen  zur 
Abkürzung 

so  gehen  die  Gleichungen  (9)  des  vorigen  Paragraphen  in  folgende  über : 

W,   =  [Xu  a^  -|-  fX,2  «2  +    •  •  •    +  V-\k(-lk   +  Vp 
,,,  m.^  =  |J.2  1   fti   +  M-2  2    «2   +    •  •  •    +  M-^^  «/t   +  ^25 

Wfc    =  |JLä;1    «1    -f   [i-A;^    «2   4"    •  •   •    4"    V-kk  «A    +  ^t  ■ 

Die  physikalische  Bedeutung  dieser  Gleichungen  ist  leicht  zu 
erkennen.  Wird  ein  Leiter  durch  einen  unendlich  dünnen  Draht 
mit  der  Erde  in  leitende  Verbindung  gesetzt,  so  ist  in  seiner 
Oberfläche  und  in  seinem  Innern  die  Potentialfunction  gleich  Null, 
weil  sie  in  der  p]rde  (in  unendlicher  Entfernung)  den  Werth  Null 
hat.  Nehmen  wir  also  den  Eall,  dass  in  den  Isolatoren  keine 
P^lektricität  vorhanden  und  dass  alle  Leiter,  mit  Ausnahme  des 
</ten,  mit  der  P>de  in  leitende  Verbindung  gesetzt  sind,  so  reducirt 
sich  die  Potentialfunction  auf 

und  die  auf  den  einzelnen  Leitern  vorhandenen  Elektricitätsmengen 
sind  resp. 

\Hq    '^71     ^-25  f<5,     •    •    •     \i'kq  flq- 

Ebenso  findet  sich,  dass 

V.,     Vo,     ...     Vk 
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die  Elektricitätsmengen  auf  den  einzelnen  Leitern  sein  Avürden, 
wenn  alle  ableitend  berührt  sind  und  nur  die  Ladungen  der  Isola- 
toren wirken. 

Es    lässt    sich    beweisen,    dass    [ji,-^  ^^^  [x^j    ist.      Nehmen    wir 
nemlich  das  Integral 


ausgedehnt  über  sämnitliche  Leiter- Oberflächen,  so  ist  der  Werth 
desselben  nach  dem  Satze  von  Green  gleich  Nidl.  Das  Litegral 
reducirt  sich  aber  wegen  der  Eigenschaften  der  Functionen  m  auf 
die  Differenz 


Ip  J    ^p 


wobei  das  erste  Integral  nur  über  die  Oberfläche  des  tten,  das 
zweite  nur  über  die  Oberfläche  des  </ten  Leiters  zu  erstrecken  ist. 
Demnach  haben  Avir 

oder 

4-J    ?p  4-1    2>p        ^' 

d.  h.  nach  Gleichung  (3): 

(6)  l^-iq    =    [-tg,. 

Lösen  wir  die  Gleichungen  (5)  in  Beziehung  auf  a^,  a^,  ■  •  ■  f(k 
als  Unbekannte  auf,  so  ergibt  sich 

«1  -—  a,  ,  m,  -j-  a,  2  ^2  +  •  •  ■  +  «ife  ^^k  -4-  ßi, 

«2   =  «2  1    «*1   +  ^2  2   ^^^2   -|-    •  •  •    +  «-'/^  "^fc  -|-  1^2' 

«fc  =  a/a   wij  -f-  a/,2   m^  -\-  ...  -f-  akk  'nik  +  %• 
Die  Coefficienten  a  genügen  in  Folge  der  Gleichung  (6)  den 
Bedingungen,  dass 

(8)  aiq  =  a,ji. 

§.  47. 
Bewegung  der  Leiter.    Das  elektrostatische  Potential. 

Sind  die  Leiter  beweglich,  so  ändern  sie  in  Folge  der  elek- 
trischen Anziehung  und  Abstossung  ihre  Lage.  Für  jede  neue 
Lage  der  Leiter  ist  aber  auch  die  Gleichgewichtslage  der  elektri- 
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sehen  Theilehen  eine  midere.  Mit  der  Bewegnng  der  Leiter  ist 
also  eine  fortwährende  Aenderung  in  der  Vertheilung  der  Elek- 
tricität  auf  den  Leiter- Oberflächen  verbunden.  Diese  geht  aber 
so  rasch  vor  sich,  dass  man  in  jedem  einzehien  Augenblicke  der 
Bewegung  der  ponderabeln  Leiter  das  Gleichgewicht  der  Elek- 
tricität  als  hergestellt  ansehen  kann. 

Die  elektrischen  Theilehen  s«  und  e„,  die  wir  in  zwei  um  die 
Strecke  r  von  einander  entfernten  Punkten  concentrirt  denken, 
üben  auf  einander  eine  abstossende  Kraft 


Das  Potential  dieser  beiden  Theilehen  ist  also 


nr)=f^^- 


7  £m  ^v 


r 
und  das  Gesammtpotential  der  elektrischen  Massen  ist 

(I)  p^__Y,^-' 

wobei  die  Summirung  sich  auf  alle  Combinationen  von  je  zwei 
elektrischen  Theilehen  bezieht.  Die  Formel  (1)  setzt  voraus,  dass 
die  Elektricitäten  in  einzelnen  discreten  Punkten  concentrirt  sind. 
Bei  einer  stetigen  Vertheilung  über  die  Oberflächen  der  Leiter 
und  über  den  Raum  der  Nichtleiter  tritt  eine  Litegration  an  die 
Stelle  der  Summirung.  Wir  bezeichnen  mit  dz  die  Elektricitäts- 
menge,  welche  in  einem  Raum-,  resp.  in  einem  Flächen -Elemente 
sich  befindet.     Dann  ist 

(2)  P=-  f-^^, 

und  die  Integration  ist  nun  auszudehnen  über  alle  Combinationen 
von  je  zwei  elektrischen  Theilehen  dz  und  de'.  Dafür  lässt  sich 
auch  schreiben 


(3) 


1  r,  rde' 

\l  "\l  ^ 


wobei  jede  der  beiden  Litegrationen  über  alle  elektrischen  Theil- 
ehen zu  erstrecken  ist.  Bei  dieser  Art,  die  Integration  auszu- 
führen, kommt  jede  Combination  von  zwei  Theilehen  doppelt  vor. 
Da  sie  aber  nur  einmal  genommen  werden  soll,  so  ist  der  Factor 
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-^  vorangesetzt.    Dies  ist  das  Potential  der  gesammten  Elektricität 

auf  sich  selbst. 

Nun  haben  wir  aber 

als  Ausdruck  für  die  Potentialfunction  im  Punkte  (x,  y,  z)  ge- 
funden, d,  h.  für  das  Potential  aller  elektrischen  Massen  auf  die 
in  diesem  Punkte  concentrirt  gedachte  positive  elektrisclie  Einheit. 
Wir  können  also  auch  schreiben 


(4)  P=A  /   vd 


-¥ 


iz. 


In  dem  Falle,  dass  die  Isolatoren  keine  elektrische  Ladung  ent- 
halten, ist  die  Integration  nur  über  die  Oberflächen  der  Leiter  zu 
erstrecken.  In  jeder  Leiter- Oberfläche  ist  aber  V  constant,  und 
zwar  der  Reihe  nach  gleich  «j,  a^^  ...  cik.     Also  wird  jetzt 

P=  Y  «1    I  P  «^^i  4-  -^  «2    I   p  öfo.^  -f-  .  .  .  -f  y  ttfc  I  p  dok 

oder,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleiclmngen  (8)   und  (9)   des  §.  45: 

(5)  ^'=-2  S«^^'^^- 

i  -'   1 

Um  die  Bewegung  der  Leiter  zu  bestimmen,  hat  man  P  als 
Function  von  den  Ortscoordinaten  der  Leiter  auszudrücken.  Die 
Grössen  m^,  m^,  .  .  .  m^,  sind  dabei  constant,  es  sind  die  den  Lei- 
tern ursprünglich  mitgetheilten  Elektricitätsmengen.  Die  Grössen 
«1,  «21  •  •  •  <^k  ^^^^  ^^  ^^^"  Gleichungen  (7)  des  vorigen  Paragraphen 
ausgedrückt,  wenn  man  darin  für  den  hier  vorliegenden  Fall  die 
Grössen  ßj,  ßj,  .  .  .  ß^  gleich  Null  setzt.  Danach  sind  die  Grössen 
«j,  «2)  •  •  •  «/,  homogene  lineare  Functionen  von  m^  m2,  .  .  .  vi^  und 
nur  die  auftretenden  Coefficienten  a  sind  von  den  Ortscoordinaten 
der  Leiter  abhängig.    Wir  erhalten 

i-    1  j-=^l 

Wir  bezeichnen  wieder  mit  T  die  lebendige  Kraft  des  Leitersystems. 
Die  Bewegung  der  Leiter  geht  dann  so  vor  sich,  dass 
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t 

(7)  0  C{T-\-P)dt  =  Q. 

« 

0 

Wie  aus  dieser  Bedingung  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
abzuleiten,  ist  in  den  §§.  36  bis  42  auseinandergesetzt. 

§.  48. 
Beispiel:    Zwei  elektrisch  geladene  Kugeln. 

Wir  wenden  uns  zu  der  Behandlung  einer  speciellen  Aufgabe. 
Es  seien  als  Leiter  zwei  Kugeln  gegeben,  deren  Radien  a  und  b 
sind  und  deren  Mittelpunkte  die  p]ntfernung  c  haben,  die  grösser 
als  a  -\-h  vorausgesetzt  wird.  In  den  Isolatoren  soll  keine  Elek- 
tricität  vorhanden  sein.  Jedem  der  beiden  Leiter  ist  eine  gewisse 
Elektricitätsnienge  mitgetheilt,  und  nach  Eintritt  des  Gleichgewichts- 
zustandes hat  die  Potentialfunction  V  im  Innern  und  auf  der  Ober- 
fläche der  beiden  Kugeln  je  einen  constanten  Werth.  Wir  bezeichnen 
denselben  mit  g  für  die  erste  Kugel,  mit  h  für  die  zweite  Kugel. 

Die  Aufgabe  besteht  darin,   die  Potentialfunction  F,  von  den 

Werthen  g  und  h  in  den  Kugeloberflächen  ausgehend,   so   in  den 

äusseren  Raum    fortzusetzen,    dass   sie   überall  endlich  und  stetig 

verläuft,  dass  sie  in  unendlicher  Entfernung  gleich  Null  wird  wie 

der  reciproke  Werth   des  Abstandes   von  dem  Anfangspunkte  der 

Coordinaten,  und  dass  sie  überall  der  partiellen  Differentialgleichung 

genügt : 

327        2)2F        327 

Die  Derivirten  von  V  sind  dann  ebenfalls  überall  endlich  und 
ändern  sich  stetig,  ausser  beim  Durchgange  durch  die  eine  oder 
die  andere  Kugeloberfläche. 

Diese  Aufgabe  lässt  sich  nach  der  Methode  von  Green  be- 
handeln. Die  Hülfsfunction  U  ist  dann  eine  Potentialfunction,  die 
von  der  im  Punkte  {x\  y\  z')  des  äusseren  Raumes  concentrirt 
gedachten  negativen  elektrischen  Einheit*)  herrührt  unter  der  Vor- 


*)  Ueber  diese  physikalische  Bedeutung  von  TT  vergleiche  man  die  erste 
Anmerkung  auf  Seite  144.  Der  Umstand,  dass  Green  dort  die  Einheit  posi- 
tiver Elektricität  im  Punkte  {x\y',s')  concentrirt  denkt,  während  hier  gerade 
die  entgegengesetzte  Einheit  verlangt  wird,  könnte  auffällig  erscheinen. 
Er  ist  aber  leicht  zu  erklären.  Bei  elektrostatischen  Kräften  ist  nemlich  die 
Green 'sehe  Potentialfunction  gerade  das  Entgegengesetzte  von  dem,  was  hier 
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aussetzung,   dass  die  Kugeln   durch   unendlich   dünne   Drähte  mit 
der  F.rde  in  leitende  Verbindung  gesetzt  sind. 

Wir  wollen  diesen  Weg  nicht  einschlagen,  sondern  die  Func- 
tion V  direct  bestimmen.  Da  es  nur  noch  darauf  ankömmt,  dieselbe 
für  alle  Punkte  des  äusseren  Raumes  herzustellen,  so  ist  es  gleich- 
gültig, wie  wir  sie  durch  die  Kugeloherflächen  hindurch  in  das 
Innere  fortsetzen.  Wir  müssen  nur  nachher  bei  dem  Gebrauche 
der  Function  V  die  zu  Hülfe  genommenen  Fortsetzungen  fallen 
lassen  und  im  Innern  der  Kugeln  die  wahren  Werthe  g  und  resp. 
h  wieder  aufnehmen. 

Nun  liegt  aber  eine  Schwierigkeit  der  Aufgabe  darin,  dass 
die  Derivirten  der  für  den  ganzen  llaum  richtig  bestimmten  Po- 
tentialfunction  V  beim  Durchgänge  durch  die  Kugeloberflächen  un- 
stetig sind.  Wir  wollen  deshalb  die  für  den  äusseren  Kaum 
richtig  bestimmte  Function  Fnach  einer  noch  näher  festzustellenden 
Vorschrift  so  ins  Innere  der  Kugeln  fortsetzen,  dass  sie  selbst  und 
ihre  Derivirten  beim  Durchgang  durch  die  Kugeloberflächen  sich 
stetig  ändern.  Oder  mit  anderen  Worten:  wir  betrachten  eine 
andere  Function  F,  die  im  äusseren  Räume  mit  der  gesuchten 
Potentialfunction  F  übereinstimmt,  im  Innern  der  Kugeln  aber  nicht. 
Vielmehr  soll  sie  mit  ihren  sämmtlichen  Derivirten  beim  Durch- 
gange durch  die  Kugeloberflächen  sich  stetig  ändern,  und  es  soll 
der  Functionswerth  für  einen  Punkt  im  Innern  der  einen  oder  der 
anderen  Kugel  nach  einem  noch  vorzuschreibenden  Gesetze  mit 
dem  Functionswerthe  in  einem  entsprechenden  Punkte  ausserhalb 
der  Kugel  im  Zusammenhange  stehen. 

Wir  verbinden  einen  Punkt  (x,  y,  z),  der  ausserhalb  der  ersten 
Kugel  liegt,  mit  dem  Mittelpunkte  dieser  Kugel  und  bezeichnen 
den  Abstand  mit  r.  Alsdann  suchen  wir  auf  der  Verbindungslinie 
den  Punkt,  dessen  Entfernung  r'  von  dem  ersten  Kugelmittelpunkte 
der  Bedingung  genügt: 
(2)  .  r7-'  =r  aK 

Dieser  Punkt,  der  im  Innern  der  ersten  K'ugel  liegt,  soll  das  Bild 

als  Potentialfunction  definirt  worden  ist.  Soll  also  eine  und  dieselbe  P'unction 
(die  llülfsfunction  TI)  als  eine  Potentialfunction,  berrülirend  von  elektrostatischen 
Kräften,  angesehen  werden,  so  ist  klar,  dass  man  die  fingirte  Ladung  mit  ent- 
gegengesetztem Vorzeichen  zu  nehmen  hat,  je  nachdem  für  die  Potential- 
function die  Definition  von  Green,  oder  die  hier  aufgestellte  Definition 
in  Anwendung  kommen  soll. 
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des  betrachteten  äusseren  Punktes  genannt  werden.  Ebenso  ver- 
binden wir  einen  Punkt  (x,  ?/,  2),  der  ausserlialb  der  zweiten  Kugel 
liegt,  mit  dem  Mittelpunkte  derselben  und  l)ezeicbncn  den  Abstand 
mit  s.  Auf  der  Verbindungslinie  suchen  wir  dann  den  Punkt,  dessen 
Entfernung  s'  vom  zweiten  Kugelmittelpunkte  an  die  Bedingung 
geknüpft  ist: 

(3)  ss'  =  &^ 

Diesen  Punkt,  der  im  Innern  der  zweiten  Kugel  liegt,  nennen  wir 
das  Bild  des  äusseren  Punktes. 

Denken  wir  uns  nun,  die  gesuchte  Eunction  V'  sei  für  jeden 
Punkt  des  äusseren  Piaumes  bereits  hergestellt.  Wir  setzen  sie 
ins  Innere  der  ersten  Kugel  so  fort,  dass 

(4)  {y'--9X---"^-{y'~A 

ist,  und  in  das  Innere  der  zweiten  Kugel  so,  dass 

(5)  (P-A),  ==-^(F-/0„. 

Die  Indices  r  und  r'  in  der  Gleichung  (4)  sollen  andeuten,  dass 
es  sich  um  die  Wertlie  der  Fun(;tion  V  —  g  in  den  Abständen  r 
und  r'  vom  ersten  Kugelmittelpunkte  handelt.  Stillscliweigend  ist 
dabei  vorausgesetzt,  dass  diese  Abstände  auf  demselben  Kadius 
voctor  gezählt  werden  und  dass  sie  die  Gleichung  (2)  erfüllen. 
In  entsprechender  Weise  hat  man  die  Indices  in  der  Gleichung  (5) 
zu  verstehen. 

Durch  die  Gleichung  (4)  kann  man  sich  die  zweite  Kugel 
innerhalb  der  ersten  abbilden  und  hierauf  durch  die  Gleichung  (5) 
von  diesem  Bilde  wieder  das  Bild  innerhalb  der  zweiten  Kugel 
herstellen.  Fährt  man  auf  diese  W^eise  fort,  indem  man  abwech- 
sehid  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  in  Anwendung  bringt,  so  er- 
geben sich  Bilder,  die  wir  der  Reihe  nach  das  erste,  zweite  und 
dritte  Bild  u.  s.  f.  der  zweiten  Kugel  nennen  wollen.  p]s  lässt 
sich  leicht  beweisen,  dass  alle  Bilder  kugelförmig  sind,  dass  jedes 
folgende  kleiner  ist  als  das  vorhergehende,  und  dass  von  den  Bildern 
innerhalb  derselben  Kugel  jedes  folgende  ganz  innerhalb  des  vor- 
hergehenden liegt.    Wenn  man  also  die  Anwendung  der  Gleichungen 

(4)  und  (o)  unaufhörlich  wiederholt,  so  gelangt  man  in  beiden 
Kugeln  zu  Bildern,  deren  Rauminhalt  kleiner  ist  als  jede  angeb- 
bare Zahl. 
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Durch  die  Gleichung  (4)  wird  die  Function  F'  in  das  Innere 
der  ersten  Kugel  fortgesetzt,  und  zwar  zunächst  so,  dass  nur  das 
erste  Bild  der  zweiten  Kugel  als  der  Raum  übrig  bleibt,  innerhalb 
dessen  die  Function  noch  nicht  bekannt  ist.  Wendet  man  dann 
die  Gleichung  (5)  an,  so  bleibt  innerhalb  der  zweiten  Kugel  nur 
ihr  zweites  Bild  als  das  Gebiet  übrig,  für  welches  man  die  Function 
noch  nicht  kennt.  Bringt  man  so  fortfahrend  die  Gleicliungen  (4) 
und  (5)  abwechselnd  in  Anwendung,  so  kann  man  in  beiden  Kugeln 
das  Gebiet,  innerhalb  dessen  die  Function  unbekannt  bleibt,  be- 
liebig  klein   machen  und  kleiner  als  irgend  eine  angebbare  Zahl. 

Es  fragt  sich  nun ,  wo  P  =  cx)  wird.  Da  die  Function  im 
ganzen  äusseren  Räume  endlich  ist,  so  kann  ein  Unendlichwerden 
nur  im  Innern  der  Kugeln  eintreten.  Und  zwar  sieht  man  zunächst 
aus  Gleichung  (4),  dass  V'^  =  oo  wird  für  r'  =  0,  und  aus  Glei- 
chung (5),  dass  F'^,  =  CO  für  s'  =  0.  Denn  für  r'  =  0  ist  r  =  oo 
und  lim  r  V  endlich,  und  für  s'  =  0  ist  ,s  =  oo  und  lim  s  V  end- 
lieh.    Folglich  ergibt  sich 

für    ?•'  =  0      F'  =  oo   wie 


(^9 

v' 

hh 


für    .s'  =  0       F'  =  oo   wie 

Hieraus  erkennt  man ,  dass  die  Function  V  unendlich  wird  in 
beiden  Kugelmittelpunkten.  Nach  Vorschrift  der  Gleichungen  (4) 
und  (5)  wird  sie  dann  aber  ebenfalls  unendlich  in  den  sämmt- 
lichen  Bildpunkten  sowohl  des  einen  wie  des  anderen  Kugelcen- 
trums. Diese  Bildpunkte  liegen  innerhalb  der  Kugeln  zwischen 
beiden  Mittelpunkten  auf  der  Ccntrallinie,  und  ihre  Anzahl  ist  für 
jede  der  beiden  Kugeln  unendlich  gross.  Die  Function  V  kann 
also  aufgefasst  werden  als  Potentialfunction,  herrührend  von  elek- 
trischen Ladungen ,  die  in  den  Kugelmittelijunkten  und  deren  un- 
endlich vielen  Bildpunkten  concentrirt  sind. 

Wir  wollen  die  Punkte,  in  welchen  die  Function  V  unendlich 
wird,  in  vier  Gruppen  abtheilen,  nemlich 

erstens:    den    Mittelpunkt    der   ersten   Kugel   und    seine 
Bilder  im  Innern  der  ersten  Kugel; 

zweitens:    die  Bilder   des   ersten  Kugelmittelpunktes   im 
Innern  der  zweiten  Kugel; 

drittens:    den  Mittelpunkt   der  zweiten  Kugel  und  seine 
Bilder  im  Innern  der  zweiten  Kugel; 
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viertens:   die  Bilder  des  zweiten  Kugelmittelpunktes  im 
Innern  der  ersten  Kugel. 

Wir  legen  den  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems  in  den  Mittelpunkt  der  ersten  Kugel  und  die  Axe  der  po- 
sitiven X  in  die  Centrallinie.  Für  sämmtliclie  Un Stetigkeitspunkte 
ist  dann  y  =  0  und  2^0.  Ihre  erste  Coordinate  soll  der  Reihe 
nach  bezeichnet  werden  für  die  erste  Gruppe  mit  a?'^,  a;'^,  a?^,  .  .  ., 
für  die  zweite  Gruppe  mit  x'^,  x",  x^,  .  .  ,,  für  die  dritte  Gruppe 
mit  x'^\  x'^,  a;^",  .  .  .  und  für  die  vierte  Gruppe  mit  x^',  x'^",  x^\  .  .  . 
Die  Elektricitätsmenge,  welche  wir  in  irgend  einem  der  Unstetig- 
keitspunkte  anzunehmen  haben,  möge  mit  dem  Buchstaben  m  be- 
zeichnet werden,  dem  wir  dieselben  Indices  beifügen,  wie  der  x*-Co- 
ordinate  des  zugehörigen  Punktes. 

Nach  §.45,  Gleichung  (1)  ist  dann  zu  setzen: 
(6)  F'  =  7;+n+F;+T-: 

V 


(7) 


v. 


n 


_         V"^ Je 

^"  - —  m 

_k 


n 


S 


Lj  |/(^.  _  ^;;")2  _^  y2  ^  ^2 

Die  nächste  Aufgabe  besteht  darin,  für  jeden  Unstetigkeitspunkt 
die  beiden  constanten  Grössen  zu  bestimmen,  welche  seine  Lage 
und  die  in  ihm  concentrirt  gedachte  Elektricitätsmenge  angeben. 
Diese  Aufgabe  soll  in  den  beiden  nächsten  Paragraphen  behandelt 
werden.  Vorläufig  beschränken  wir  uns  auf  eine  Bemerkung,  die 
nicht  unwichtig  ist.  Aus  der  Art,  Avie  die  Function  F'  in  den 
Kugelmittelpunkten  unstetig  wird,  und  aus  dem  Abbildnngsgesetz 
[Gleichungen  (4)  und  (5)J  geht  nemlich  hervor,  dass  sämmtliche 
Elektricitätsmengen  der  ersten  und  der  zweiten  Gruppe  proportional 
der  Grösse  g,  und  dass  sämmtliche  Elektricitätsmengen  der  dritten 
und  der  vierten  Gruppe  proportional  der  Grösse  h  sind.  Es  werden 
also  in  den  Entwicklungen  von  V'^  und  F^  sämmtliche  Glieder 
mit  dem  Factor  g,  und  in  den  Entwicklungen  von  F^  und  F^ 
sämmtliche  Glieder  mit  dem  Factor  h  behaftet  sein. 

Schwere,  Elcktiicltät  u.  Magnetismus.  13 
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§.  49. 
Fortsetzung:    Fingirte  Ladungen  einzelner  Punkte. 

Wir  wollen  zunächst  den  Punkt  (.x',  ;y,  ;;;)  auf  der  Centrallinie 
zwischen  beiden  Kugeln  nehmen.  Es  ist  also  c  —  h  ^  x  ^  a, 
?/  =r  0  =  0,  und  wir  haben 


V:    ^\r ^-,  K   =   y  -:: ^ 

/LA  X,  —  X 


V 



'% 

Li 

X  - 

-%■ 

00 

— 

< 

2 


(1)  - 

^3  ^  Zj  x":  —  X '         4  =  2j 


X 

kl 


Hier  hat  man  besonders  die  Nenner  zu  beachten.  Sie  sind 
dadurch  entstanden,  dass  man  in  den  Gleichungen  (7)  des  vorigen 
Paragraphen  y  =  z  t==  0  setzt  und  die  Quadratwurzeln  auszieht. 
Aber  es  sind,  dem  Wesen  der  Potentialfunction  entsprechend,  immer 
die  positiven  Wurzeln  zu  nehmen.  Will  man  also  für  eine  der 
in  (1)  ausgedrückten  Functionen  die  Variable  x  über  das  vorge- 
schriebene Gebiet  hinausgehen  lassen,  so  hat  man  die  Vorsicht  zu 
beobachten,  dass  jedesmal  nach  Ueberschreitung  eines  Un- 
stetigkeitspunktes  derjenige  Nenner,  welcher  in  diesem  Punkte  Null 
wird,  wieder  positiv  gemacht,  d.  h.  mit  —  1  multiplicirt  werden 
muss.  Lässt  man  dagegen  die  Variable  x  nur  auf  solche  Gebiete 
übergehen,  die  keinen  Unstetigkeitspunkt  der  betreffenden  Function 
enthalten,  so  bleibt  der  in  (1)  gegebene  Ausdruck  ohne  weiteres 
gültig.  Es  darf  also  die  Variable  x  in  F^'  und  in  V^  auch  grösser 
als  c  —  6,  in  V'^  und  F^  auch  kleiner  als  a  gemacht  werden,  ohne 
dass  die  Ausdrücke  (1)  ihre  Gültigkeit  verlieren. 

Wir  schreiben  zur  Abkürzung : 

(2)  ~  =  r„ 

(3)  f  =  C. 

Für  einen  Punkt  auf  der  C'entrallini(^  zwischen  den  beiden  Kugeln 
gilt  die  Gleichung 

(4)  ar,-}-hf:  ^  c, 

in  welcher  r^  und  C  beide  positiv  und  nicht  kleiner  als  1  sind. 
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Die  Function  V  kann  in  doppelter  Weise  aufgefasst  werden, 
je  naclidom  man  r^  oder  C  f^ls  unabhängige  Variable  ansieht.  Wir 
setzen  also 

(;,)  V  =.-   <p  (r,)  ==  X  (C). 

Die  Gleichungen  (4)  und  (;))  des  vorigen  Paragraphen  lauten  jetzt: 

(G)  ^(y)~-^  ^  -M?e^-)-.9^ 

(7)  x(c)-''  =-  -C!x(C)-Ä!. 

Aus  (5),  (G)  und  (7)  folgt 

Um  dieser  Functionalgleichung  in  bequemer  Weise  genügen  zu 
können,  zerlegen  wir  jede  der  beiden  Functionen  cp  und  /  in  zwei 
liestandtheile 

(9)  ?W-cp,(r,)  +  cp,(r,), 

(10)  Z(0  =  Z,(C)  +  Z2(C), 
und  setzen  fest,  dass 

?,(r|)  =  Zi(C) 

?2(^/)  =  X2(Q 

sein  soll.     Der  Gleichung  (8)  ist  Genüge  geleistet,  wenn 

gesetzt  wird.  Da  cp  eine  Potential function  ist,  so  findet  man  leicht 
die  Form  der  Entwicklung  im  allgemeinen,  nemlich 


03)  '^•(^•^=.§7.-^ 


und  es  kommt  nur  noch  darauf  an.    die  Coefficienten  p  und  q  zu 
bestimmen.     Nach  der  über  y^   getrolfencn  Destimmung  ist 

(14)  yAQ  =  t  \  -' 

13* 
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Aus  den  Gleichungen  (13)  und  (14)  leiten  wir  ab; 

1         /  1  \        ^  1 


Y^-'(c)^S 


"    (/^.i  +  ^.)^-T 


s 


Wir  disponiren  nun   über  die  Coefficienten  so,   dass   das  A;te 
Glied  in   der  Entwicklung  von  ~-  y^  (-\  gleich   dem  {k  -|-  l)ten 

Gliede   in  der  Entwicklung  von  — cp,  r  — |  ist.    Dann  erhält  man 

Damit  dies  zu  Stande  komme,  hat  man 
( 1 G)  ^'''  + '  ^  ^''        ^  ^  "^^  h 

zu   setzen.      In   den   Bedingungsgleichungen   (IG)   kommt   k   nicht 
explicite  vor.     Wir  schreiben  deshalb 

Dadurch  gehen  die  Gleichungen  (16)  über  in 

, ^^)  =  °T. 

•      (17) 

und  wenn  man  '^  und  Q  eliminirt,  so  ergibt  sich  zur  Bestimmung 
von  <x  die  quadratische  Gleichung 

(18)  a2  +  a  -"*' - +i'  ~  ^  4-  1  .^  0. 

ab 

Wir  bezeichnen  die  Wurzeln  mit  otj   und  a.^,  uiid  bemerken,  dass 


a,-f  a 
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c2  -  (a2-]--J2) 


ai 
1 


ist.    Da  nun  c'y-  a-\-h  vorausgesetzt  ist,  so  zeigt  sich,  dass  a^  4"  ^^2 
positiv  ist,   und  da  beide  Wurzeln  einerlei  Vorzeichen  haben   (ihr 
Product  ist  =  1),  so  muss  «i  >  0  und  aj  >  0  sein. 
Aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (17)  findet  sich 


c. 


Je  nachdem  wir  die  Wurzel  «j  oder  a^  nehmen,  erhalten  wir 
particuläre  Lösungen  für  j)j.  ^^nd  q^,.  Daraus  setzt  sich  die  all- 
gemeine Lösung  zusammen,  nemlich 

q^  :-  C    o!"  J^  C   rj.\ 
(DJ)         ''  ^    '^      ■'    '  . 

Es  bleiben  jetzt  nur  noch  die  beiden  Constanten  O,  und  O2  ^u 
bestimmen.  Zu  dem  Phide  bemerken  wir,  dass  aus  (15)  und  (11) 
hervorgehen  würde 


Dieser   Gleichung   lässt   sich    nicht  ohne   weiteres   genügen.     Wir 
können  aber  die  Function  '^^i'r^  wieder  zerlegen: 

(20)  ?i(ri)='fu(^i)  +  ?i2(^i)' 

und  setzen  dann,  sofern  C  als  unabhängige  Variable  eingeführt  wird, 

Die  Gleichung  (11)  kann  in  der  Weise  befriedigt  werden,  dass  wir 
setzen 

(21)  ^T.,({)-|/.„(|)  =  ^. 

im  -i..(;)-Jx.(i)=f- 

Nimmt   man   nun   zunächst   für  o^^^ij^   die   ^Entwicklung   (13) 
vor,  so  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  (15)  und  (21): 
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1 


/^o  +  ^/o^i 


=  i/» 


d.h.    ^^^1,    g^^O. 

Aus  (19)  haben  wir  aber 

Po  =  -  T  (^1+^2)  -  --  (O,  .,  +  C,..,). 
Folglich  müssen  wir  hier  setzen: 

O2--O1,      O,  =- 


Wird  dies  in  die  Gleichungen  (19)  und  von  da  in  (13)  eingeführt, 
so  erhält  man  spcciell  für  (^^^{r^)  die  Entwicklung 

(23)  ?M--o~(^^.-y.,) V ^ ^. 

V(.J-a:)(l-^,)-(a^+^_«;+^)l, 

In  entsprechentler  Weise  findet   man  aus  (15)    und  {22)   die 
Bedingung 

1  _  <! 

Po  +  %  -"i  ■'>  ' 

also  muss  jetzt  für  die  Entwicklung  von  9,5,(7,)  gesetzt  werden 

n  -  0  ^-  -  T  (O,  +0,)  -  A  ^O ,  a,  +  O,  «2), 

^o  =  7  =  ^.+^-2. 

Daraus  lassen  sich  C,  und  O^  bestimmen,  und  wenn  man  ihre 
Werthe  in  (19)  und  von  da  in  (13)  einführt,  so  liat  man  speciell 
die  Entwicklung  von  cp  ,,  (t,). 

Man  gelangt  dazu   einfacher   auf  dem  folgenden  Wege.     Wir 
setzen 

(2^)  x.(0  =  -  Jx,.(|). 

folghch  nach  Gleichung  (21) 

und  wollen  beweisen,  dass  hierdurch  die  Gleichung  (22)  befriedigt 
wird.     Es  ist  nemlich 
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-^-  '/a2{t-)  = —  y^n  (''^ 

und  hieraus  ergibt  sich  durch  Subtraction 

1         /1\         1         /1\        i/ 

d.  h.   die   Bedingungsgleichung    (22).      Vermöge   der   Gleichungen 
(23)  und  (25)  erhält  man 

h  "^  1 

oder  kürzer: 

(2^)     ,.  ,   .      Z>  ,  ,v        -_ — — ^ 

1  (^>-i— \J(^.-7J  — 7K    —'^2    ) 

Setzt  man  die  Entwicklungen  (23)  und  (26)  in  die  Gleichung  (20) 
ein,  so  ist  nun  die  Function  rf^(r^)  vollständig  bestimmt. 

Die  Function   cp,(rj  = //.C),    welche   an    die   Gleichung   (12) 
gebunden  ist,  zerlegen  wir  in  zwei  IJestandtheile 

(27)  ?2U)  =  ?2lW  +  ?^2C0  ,         , 

und  setzen,  sofern  C  als  unabhängige  Variable  eingeführt  wird: 

?,i(^l)  =  /.-.n(0'      92.(-0  =  -/22(0- 
Dann  lässt  sich  die  Gleichung  (12)  in  die  beiden  einfacheren  zer- 
legen : 


(29) 


r   X22(>;)-7-?22(7^)"  C*  • 


Vergleicht  man  nun  (28)  mit  (21)  und  (29)  mit  (22),  so  erkennt 
man,  dass  y_.^,(V>  aus"  cp^^(rj  und  /,,(C)  aus  9^,(7,)  liervorgeht,  in- 
dem man  die  erste  Kugel  mit  der  /weiten  vertauscht,  also  </  mit  h, 
a  mit  h,  y,  mit  C.    Sobald  die  Ausdrücke  für  /;,j(C)  und  für  /^^(C) 

•    c  a 

gefunden  sind,   ist  nur  für  C  an   die  Stelle   zu   setzen  y  —  y  t,. 
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Dann  hat  man  die  Functionen  cp^^(r()  und  resp.  (^.^.^(r^).    Die  durch- 
geführte Rechnung  gibt  nach  leichter  Reduction: 

(^«.^  h  ^ 


0   (al  -  a^  ^-  r^  -  (4+1  _  a'^M)  (l  __  ^  ,^) ' 


Für  einen  Punkt  auf  der  Centrallinie  zwischen  beiden  Kugehi 
ist  hiernach  die  Potentialfunction 

(32)  <p(rj  =  ^^^(r,)  -I-  ^Jr^)  -j-  .^^,^(-,J  +  <p^^(rj. 

Es  handelt  sich  noch  darum,  die  Convergenz  der  Reihen  (23), 
(26),  (30),  (31)  zu  untersuchen.  In  jeder  dieser  Reihen  ist  das 
allgemeine  Glied  von  der  Form 

1 

'^aJ  +  Ä^af 

und  es  bedeutet  in  einer  und  derselben  Entwicklung  K^  in  allen 
Gliedern  dasselbe,  ebenso  K^.  Dividirt  man  nun  ein  Glied  durch 
das  vorhergehende,  so  lautet  der  Quotient: 


Bei  Gleichung  (18)  ist  aber  bemerkt  worden,  dass  o.^  0(2  =  1 
ist  und  dass  beide  Wurzeln  positiv  sind.  Wir  nehmen  a  <  1, 
folghch  «2  >  1,  und  können  den  eben  gewonnenen  Quotienten  so 
schreiben 

4  (^1  «f  +  ^2)       _         '     K,  af  +  K^ 

Der  Grenzwerth  für  Ä;  =  oo  ist  oc,.    Folglich  convergiren  die  Reihen 
unter  allen  Umständen. 

'         '   ~  §.  50. 

Fortsetzung:    Grösse  und  Lage  jeder  einzelnen  fingirten  Ladung. 

Wir  befrachten  zunächst  die  Function  cp^i(r,),  welche  durch 
die   Reihe   (23)   des   vorigen    Paragraphen   ausgedrückt  ist.     Der 
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Nenner  des  allgemeinen  Gliedes  lässt  sich  leicht  in  die  Form 
bringen 

«i  (1  ~  ^,^  .)-=■!('- -~ '.) 

oder  kürzer 

(1)  <a~^.^i)  -4(l->^2^/)• 

Hier  sieht  man  ohne  weiteres,  dass  X2  >X,  ist,  denn  wir  haben 
«2  >  «1  genommen.  Bilden  wir  nun  das  Product  Xj  Xj,  so  findet 
sich : 


I  '^2 


Nach    der    Gleichung    (18)    des    vorigen    Paragraphen    ist    aber  " 

a6(a,  -|-a2)  =  c2  —  («2  4.^*2)  ^nd  7.,  a.^  =   1.    Setzt  man  dies 

in  die  letzte  Gleichung  ein,  so  zeigt  sich : 

(2)  X,  X2  =  1. 

Beide  Grössen  X^  und  X2  sind  positiv  und  X2  >  X,,  folglich  muss 

X2  >  1  und  Xj  <  1  sein.    Der  Ausdruck  (1)  kann  nun  so  geschrieben 

werden 

Nehmen  wir  r^  >  1,  so  ist 

jedenfalls   positiv   und    unter  keinen  Umständen  Null.     Ferner  ist 

y-  r,  —  1  >  X I  r^  -  1 
und 

folglich 

oder,  was  dasselbe  ist: 

aJ(l-X,r,)-4(l--U^)>0. 

Es  kann  also  für  r^  >  1  der  Nenner  des  allgemeinen  Gliedes  in 
cpjj  (r^)  nicht  Null  und  deshalb  cp^^  (rj  nicht  unendlich  werden. 
Dasselbe  lässt  sich  von  (p^g  (rj  beweisen.    In  entsprechender  Weise 
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üiidet  man,  diiss  x^y(C)  und  /^^(C)  nicht  unendlich  werden  können^ 
für  C  ^  1.  l'ür  7;  >  1  hat  man  aber  oo  >•  a;  ">  a  und  für  C  ^  1 
ist  c  —  6  >  a;  >  —  oo.  Man  darf  also  das  Gültigkeitsgebiet  der 
Ausdrücke  für  cp^^  (tj)  und  o^.,  (t^)  einerseits  und  für  cp^^  (r^)  und 
(p^^  (tj)  andererseits  erweitern.  Für  jene  darf  der  Punkt  (x*,  0,  0), 
der  anfänglich  zwischen  beiden  Kugeln  lag,  durch  die  zweite 
Kugel  hindurch  beliebig  weit  auf  der  Axe  der  positiven  x  fort- 
rücken, ohne  dass  die  Ausdrücke  (23)  und  (31)  des  vorigen  Para- 
graphen irgendwo  unendlich  werden.  Für  diese  darf  der  Punkt 
(a?,  0,  0)  aus  seinem  anfänglichen  Gebiete  durch  die  erste  Kugel 
hindurch  in  der  Richtung  der  negativen  x  beliebig  weit  verschoben 
werden,  ohne  dass  die  Ausdrücke  (26)  und  (30)  des  vorigen  Pa- 
ragraphen irgendwo  unendlich  grosse  Werthe  geben.  Da  nun  aber 
die  vier  Functionen  nur  innerhalb  der  einen  oder  der  anderen  Kugel 
unendlich  werden  können,  so  liegen  die  Unstetigkeitspunkte  von 
'o^^{r^)  und  von  9^2(^1)  innerhalb  der  ersten  Kugel  und  die  Un- 
stetigkeitspunkte von  cp^^  (r|)  und  von  cp^^  (r^)  innerhalb  der  zweiten 
Kugel.  Beachtet  man  noch,  dass  die  Ausdrücke  für  '-^j^^ir,)  und 
(p^^  (tj)  mit  dem  Factor  g,  die  Ausdrücke  für  'z>^^  (rj)  und  (^^^.,  (r^)  mit 
dem  Factor  h  behaftet  sind,  und  erinnert  sich  der  Bemerkung  am 
Schlüsse  des  §.  48,  so  findet  sich,  dass  für  einen  Punkt  auf  der 
Centrallinie  zwischen  beiden  Kugeln 

(4) 
(5) 
(6) 

(7) 

Die  Gleichungen  (4)  und  (7)  gelten  auch  noch  für  a;  >  c  —  &,  und 
die  Gleichungen  (5)  und  (6)  für  x  <C  a.  Danach  hat  man  ein 
Mittel,  die  Constanten  zu  bestimmen,  welche  die  Lage  und  die 
elektrische  Ladung  jedes  Unstetigkeitspunktes  angeben.  Man  hat  nur 
in  den  (Gleichungen  (23),  (26),  (30),  (31)  des  vorigen  Paragraphen 

die  Grösse  y,  zu  ersetzen  durch        und  hierauf  die  Nenner  mit  denen 
'  a 

der  entsprechenden  Ausdrücke  in  den  Gleichungen  (1)  des  vo- 
rigen Paragraphen  in  Uebereinstimmung  zu  bringen.  Dann  lassen 
die  Werthe  von  Xk  und  m/,  sich  ohne  weiteres  ablesen.  Man 
erhält 


n'  = 

?n  (^i)' 

yi- 

?12  W' 

V'.= 

?21  (Ji)^ 

VI- 

?22  CO- 

(8) 
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a  c  {oi'^  —  ^-i) 


a  (r4  —  a'i)'^b  (-4+1  —  a]+i)  ' 
a2  (4  —  a^-)  -f  a6  (a!f^'—  a\+') 


(9) 


Wi,    ==; 


(10) 


c{a^,~oi'i) 

ab  g  («2  —  a^) 

ac(4+i  — aj+i) 

a(4+i-a^+0  4-&(4-°'-i')' 

—  abh  («2  —  «i) 

a(4+i-  aj+i)  4- &  (4  —  a^-)  ' 

(4  -  a^)  (c'^  -  h^)  —  ab  (a^+i - 

-  a^+0 

c  (4  --  a^ 

a  6  Ä  («2  —  Kj) 

c  (4  _  «9 

(11) 


Diese  Werthe  der  Constanten  hat  man  in  die  Ausdrücke  (7)  des 
§.  48  einzusetzen.  Dann  sind  die  Functionen  V[,  V',,  Kj,  V[  für 
jede  beliebige  Lage  des  Punktes  {x,  ?/,  z)  völlig  bestimmt, 

Uebrigens  ist  zu  bemerken,  dass  die  Lösung  der  Aufgabe  sich 
durch  Superposition  aus  vier  speciellen  Lösungen  zusammensetzt. 
Es  sind  nemlich  V[  und  FJ  die  Potentialfunctionen,  welche  her- 
rühren von  den  elektrischen  Ladungen  der  Unstetigkeitspunkte  resp. 
der  ersten  und  zweiten  Gruppe  unter  der  Voraussetzung,  dass  g 
von  Null  verschieden  und  h  =  0.  Und  es  sind  V'^  und  F^  die  Po- 
tentialfunctionen, welche  herrühren  von  den  elektrischen  Ladungen 
der  Unstetigkeitspunkte  resp.  der  dritten  und  vierten  Gruppe, 
wenn  g  =^0  und  h  von  Null  verschieden. 

Wir  wollen  noch  den  Satz  zur  Anwendung  bringen,  welcher 
in  der  Gleichung  (6)  des  >?.  18  ausgesprochen  ist.  Dabei  ist  nur 
zu  beachten,  dass  hier  —  F  dieselbe  Rolle  spielt  wie  dort  F. 
Wir  setzen 

]/a;2  4-  y'l  _[_  ^2     ^     je 

und  finden  nach  dem  eben  citirten  Satze; 


204  Vierter  Abschnitt.    §.  50. 

lim(-i?F;)  =  '|]m;, 

0 

lim(—  R  F3)  -=  5j"^^'' 
0 

ao 

1 
für  lim  R  =  00. 
Man   kann   die  Elektricitätsmengen   auch   auf  einem  anderen 
Wege  berechnen,  indem  man  den  Satz  (5)  des  §.12  anwendet  und 
die  Bemerkung  macht,  dass  die  Gleichung  (9)  desselben  Paragra- 

3  V 

phen  hier  zutrifft ,   dass  aber  hier —  statt  N  gesetzt  werden 

■^  dn 

muss.  Bezeichnet  man  also  mit  da^  und  da2  ein  Oberflächenelement 
der  ersten  und  resp.  der  zweiten  Kugel  und  mit  n  die  nach  innen 
gezogene  Normale,  so  findet  sich 


4  TT  J    \    Jll   /„ 


(ia,   =2j'"i' 


~4^/(lf).'''-^=5'"'' 
(13)  ,1 

Dagegen  ist 

''''     I®^'-  -/©-■  -A^)«-' 


-  0, 


wie  ebenfalls  aus  dem  Satze  (5)  des  §.12  hervorgeht. 

Es   ist  leicht   zu  beweisen,   dass  die  Keihen  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichungen  (12)  convergent  sind. 


Bio  wirkliche  Ladung  der  Kuffel-Oberfläclien,  205 


§•  51. 
Fortsetzung:    Die  wirkliche  Ladung  der  Kugel-Oberflächen. 

Die  Vertheilung  von  Elektricitätsmengen  über  die  Unstetig- 
keitspunkte  innerhalb  der  beiden  Kugeln  ist  nur  eine  Fiction,  mit 
der  wir  nichts  anderes  bezweckt  haben,  als  die  Function  V  her- 
zustellen, die  im  Räume  ausserhalb  der  Kugeln  mit  der  gesuchten 
Function  V  übereinstimmt.  Diese  Function  V  rührt  her  von  der 
beim  Gleichgewicht  wirklich  eingetretenen  Elektricitätsvertheilung 
auf  den  beiden  Kugeloberflächen.  Wie  nun  F'  in  vier  Bestandtheile 
zerlegt  ist,  so  kann  man  auch 
(1)  V=^-   V,  +  V,  +  V,  +  V, 

setzen  und  die  Bestimmung  treffen,  dass  im  Baume  ausserhalb 
der  Kugeln  und  auf  ihren  Oberflächen 

(2)        V,  =  f;,    V,  =  f;,    v,  =  f;,    f,  =  f; 

sein  soll.  In  das  Innere  der  Kugeln  haben  wir  jede  der  Functionen 
F^,  Fj,  F3,  F4  von  der  Oberfläche  aus  stetig  so  fortzusetzen, 
dass  überall  die  partielle  Differentialgleichung  von  Laplace  er- 
füllt ist.  Man  kann  noch  bemerken,  dass  F^ -f- Fj  =  </  ist  im 
Innern  der  ersten  Kugel,  und  =  0  im  Innern  der  zweiten  Kugel, 
und  ferner,  dass  Fg  -{-V^=^h  ist  im  Innern  der  zweiten  und 
=::=  0  im  Innern  der  ersten  Kugel. 

Wir  wollen  die  Aufgabe  so  zerlegen,  dass  zuerst  y  verschieden 
von  Null  und  A  ^=  0  genommen  wird ,  und  nachher  umgekehrt 
g  =^0  und  h  verschieden  von  Null,  Zuerst  also  h  =  0.  Dann  ist 
F3  1=  F4  =  0.  Es  fragt  sich,  wie  gross  in  einem  Punkte  der 
ersten  oder  der  zweiten  Kugeloberfläche  die  Dichtigkeit  der  Elek- 
tricität  ist,  von  welcher  die  Potentialfunction  F:=  F^-|-  ^2  ^^i'' 
rührt.  Auf  diese  Frage  gibt  die  Gleichung  (8)  des  §.  45  Antwort. 
Bezeichnen  wir  mit  M^  und  M^^  die  gesammte  Elektricitätsmenge 
auf  der   ersten   und  resp,  zweiten  Kugeloberfläche,   so  findet  sich 

Hier  kommen  die  Derivirten  in  unendlich  kleiner  Entfernung  von 
der  Oberfläche,  aber  ausserhalb,  in  Betracht.    Für  sie  ist 
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-^)      =(-^il)  U,K,         C^)      =C''^ 


Die  Functionen  V^  und  FJ  haben  die  Eigenschaft,  dass  sie  selbst 
und  ihre  Derivirten  beim  Durchgang  durch  die  Oberfiilche  der 
Kugebi  sich  stetig  ändern,    D.  h.  es  ist 

^  3p  ■'-0       "^  Sp   -^+0  ^  7)p   ^-0       ^  Sp   ^+0 

Gibt  man  nun  noch  Acht  auf  die  Gleichungen  (13)  und  (14)  des 
vorigen  Paragraphen,  so  erhält  man  (weil  9i  =  —  p  für  p  <iO): 


(5)  ^1   =  S 

0 

'  CK 

(G)  ^2    =   S 


'A-' 


Es  sei  ferner  g  =  0,  h  verschieden  von  Null,  also  F,  =  V^  =  0. 
Wir  bezeichnen  jetzt  mit  M^  und  M^  die  Elektricitätsmenge  auf 
der  zweiten  und  resp.  der  ersten  Kugeloberfläche,  von  welcher  die 
Potentialfnnction  F=F3-j-^4  herrührt.  Zu  ihrer  Berechnung 
ist  derselbe  Weg  einzuschlagen,  wie  vorher  zur  Berechnung  von 
ü/j    und  M^.    Es  findet  sich 


(7)  M,  =  Y, 

0 

(8)  ^4  --=  S 


Dieselben  Elektricitätsmengen,  welche  vorher  bei  der  fingirten  Ver- 
theilung  in  den  Unstetigkeitspunkten  irgend  einer  Gruppe  concen- 
trirt  waren,  sind  also  jetzt  in  Wirklichkeit  stetig  über  die  Ober- 
fläche der  zugehörigen  Kugel  ausgebreitet. 

§.  52. 
Fortsetzung:     Die  Kugeln  berühren  sich. 

Sollen  die  beiden  Kugeln  sich  berühren,  so  ist  g=-h,  c  =  a-\-b 
und  die  Gleichung  (18)  des  §.  49  lautet  jetzt 

(1)  0^2  —  2  a  -f  1   =  0. 

Folglich  ist  a,  =  a«  =  1.    Die  Ausdrücke  (8),  (9),  (10),  (11)  des 
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§.  50  nehmen  die  Form  -      an.     Ihre  Werthe  sind  aber  leicht  zu 
ermittehi.    Man  erhält 

kac  -  ,         —  ahg 


(2). 


a(kc  4-  h)  .,         aha 

— ^^ — —  )        1)%   = '^— ' 

kc  '•          kc    ^ 

(k  -\-l)  ac  ,„    —  abg 


kc  -\-a  ''^         kc  -\- 

a(kc  —  6)  „„        abg 


a 


^  kc  •  k  ^p 

Hier  entsteht  nun  die  Schwierigkeit,  dass  die  Reihen  (7)  des 
§.  48,  sowie  die  Reihen  (12)  des  §.  50,  einzeln  genommen,  nicht 
mehr  convergiren.  Das  Problem  ist  aber  bei  den  in  (2)  aus- 
gesprochenen Daten  ein  durchaus  bestimmtes,  man  wird  also  auch 
eine  einzige  bestimmte  Lösung  zu  verlangen  haben.  Diese  Lösung 
ist  vollständig  hergestellt,  wenn  man  für  jeden  Punkt  des  äusseren 
Raumes  die  Functionen  F,  -\-  V^  und  V^  -\-  V^  kennt,  von  denen 
die  erste  herrührt  von  der  Flektricität  auf  der  ersten,  die  andere 
von  der  Flektricität  auf  der  zweiten  Kugel.  Aus  diesen  Func- 
tionen lässt  sich  dann  nach'  §  45  (8)  die  Dichtigkeit  der  Flek- 
tricität in  jedem  Punkte  der  beiden  Kugeloberflächen  finden,  und 
es  lässt  sich  die  gesammte  Ladung  M^  -\-  M ^  für  die  erste  Kugel 
und  ilf 2  +  M^  für  die  zweite  Kugel  berechnen. 

Wir  fangen  mit  dieser  letzten  Aufgabe  an.  Fs  ist,  wie  im 
vorigen  Paragraphen  nachgewiesen  worden: 

(4)  ,J^  +  M,^-^^j{-^^)J.^. 

wenn  man  in  (3)  über  die  erste,  in  (4)  über  die  zweite  Kugel- 
oberfläche  integrirt.  Die  Integrale  auf  der  rechten  Seite  geben 
aber,  wie  ebenfalls  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzt  ist, 
die  Summe  der  fingirten  Ladungen  in  den  Unstetigkeitspunkten 
im  Innern  der  einen  und  der  andern  Kugel  an.     Also  erhält  man 

X  CO 

(5)  ^i4-^4  =  SK-f  SK"' 
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(G)        ^2+^^3=iiK'+iiK'- 

1  0 

Diese  beiden  letzten  Gleichungen  sind  nun  insofern  noch  unbestimmt, 
als  jede  der  vier  Reihen,  einzeln  genommen,  divergirt.  In  Gleichung 
(5)  besteht  die  erste  Reihe  aus  lauter  negativen,  die  zweite  aus 
lauter  positiven  Gliedern,  und  umgekehrt  ist  es  in  Gleichung  (6). 
Vereinigt  man  die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  zu  einer  einzigen 
Reihe,  so  lässt  sich  je  nach  dem  Gesetze,  nach  welchem  positive 
und  negative  Glieder  auf  einander  folgen,  jede  beliebige  Zahl  als 
Summe  herstellen.*)  Nach  der  Natur  des  Problems  muss  aber 
in  jeder  der  beiden  Gleichungen  eine  einzige  bestimmte  Zahl  als 
die  richtige  Summe  zu  Stande  kommen,  und  es  fragt  sich  also, 
welche  Anordnung  der  Glieder  die  allein  richtige  ist. 

Um  darüber  ins  Klare  zu  kommen,  gehen  wir  auf  den  Satz  (6) 
des  §.18  zurück,  wonach 

(7)  ■  M,-]-  M,  =  lim  {  -  U  ( V[  +  Vi) }, 

(8)  ilf  2  +  M^  =  lim  {  —  R  (  FJ  4-  V'n) ) 

für  lim  R  ~z  oo. 
Es  genügt,   die  Potentialfunctionen   in   (7)   für  solche  Punkte  der 
positiven  Abscissenaxe  herzustellen,  deren  Abscisse  cc  >>  c  -]-  />  ist, 
und  dann  lim  a?  =  oo  zu  nehmen. 

Statt  aber  die  wahren  Werthe  der  Potentialfunctionen  in  Rech- 
nung zu  bringen,  wollen  wir  je  einen  zu  grossen  und  einen  zu 
kleinen  nehmen.  Wir  gelangen  dazu  durch  die  Bemerkung,  dass 
x'^  >>  a"^"  j  >>  x'^.  Durchläuft  man  also  die  Centrallinie  im  Innern 
der  ersten  Kugel  im  Sinne  der  wachsenden  x,  so  gelangt  man 
abwechselnd  zu  elektrischen  Ladungen  der  ersten  und  der  vierten 
Gruppe.  Nun  kann  man  sich  jede  Ladung  der  vierten  Grujjpe 
verschoben  denken,  das  eine  Mal  in  den  nächstvorhergehenden, 
das  andere  Mal  in  den  nächstfolgenden  Unstetigkeitspunkt  der 
ersten  Gruppe.  Dadurch  erhält  man  im  ersten  Falle  im  Punkte  x'j. 
die  Ladung  mj_-\-m'^''  und  dies  gilt  von  /c  =  0  an.  Im  andern 
Falle  hat  man  im  Punkte  x[^  die  Ladung  wj,,  und  im  Punkte  x'^ 
(mit  k=\   anfangend)   die   Ladung   m'^.  -j-  t^i"".      Durch   die   erste 


*)  Ueber  diesen  Satz  vergleiche  man:    Riemann,   partielle  DifFerential- 
gleichungen.    Bearbeitet  von  Hatten dorff.    §  20. 
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Verschiebung  werden  aber  die  Ladungen  der  vierten  Gruppe  von 
dem  Punkte  (cc,  0,  0)  zu  weit  entfernt,  im  zweiten  Falle  werden 
sie  ihm  zu  sehr  genähert.  Gibt  man  dabei  Acht  auf  die  Form 
der  Potentialfunction  und  auf  die  Vorzeichen  der  Ladungen,  so 
ergibt  sich  bei  der  abgeänderten  Vertheilung  im  ersten,  Falle  ein 
zu  grosser  Werth,  im  zweiten  Falle  ein  zu  kleiner  Werth  der 
Potentialfunction,  verglichen  mit  dem  wahren  Werthe,  der  bei 
richtiger  Vertheilung  zu  Stande  kommen  muss.    Wir  haben  danach 

0°  '  ""  X)  /  tut 

Die  beiden  unendlichen  Reihen,  welche  in  (9)  vorkommen,  sind  (für 
X  >  a  und  um  so  mehr  für  x  ^  c  -\-  h)  unter  allen  Umständen 
convergent,  auch  wenn  man  für  die  Constanten  die  Werthe  aus 
den  Gleichungen  (2)  einsetzt.  Multiplicirt  man  nun  mit  x  und 
geht  zu  den  Grenzwerthen  über  für  lim  x  =  cxd,  so  ergibt  sich 

0  1 

Hier  kommen  links  und  rechts  in  den  Reihen  dieselben  Glieder 
in  derselben  Reihenfolge  vor.  Die  doppelte  Ungleichung  geht  also 
in  eine  Gleichung  über,  nemlich: 

lim|a.(F;+F;);       _ 

0 

CO 

'■kc-\-b 
Danach  erhalten  wir  aus  Gleichung  (7) 

(10).  M,^M,  =  -^ 

Li  der  Reihe  auf  der  rechten  Seite  ist  die  Folge  der  Glieder  keine 
willkürliche  mehr,  sondern  genau  vorgeschrieben.  Die,  Reilip  ist 
convergent.  Man  kann  auch  je  zwei  zusammengehöj'ige  Glieder 
vereinigen  und  erhält: 

(11)  M,  4-^4  =  -  ^^  V ^ 

Die  unendliche  Reihe  lässt  sich  in  ein  bestimmtes  Litegral  ver- 
wandeln.    Es  ist  nemlich  für  ein  positives  k: 

Schwere,  Elektricität  u.  Magnetismus.  J4 
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0 

Folglich  könnon  wir  schreiben 


1 
J  ^ 


1  1       \         ^     /i/'i-+-'-i 


0 

Benutzt  nnin  dies  für  Gleiclinng  (10),    so  erliält  man  schliesslich: 

1  a 

abq    r  t~  c  —  1 

'  dt. 


(12)  */,+*.  =  .-5^?_j_l„_ 


t 


In   entsprechender  Weise   verfahren   wir   zur  Berechnunfi;  von 

3/2 -f- Jf^.     Das  Resultat  lantet: 


,2 


s 


"  \(^- + v)  (* + ^). 


Auch  hier  kann  man  die  unendliche  lleihe  durch  ein  bestimmtes 
Integral  summiren,  nemlich : 

1       h 

(U)  M^+M^^^-'^'^^^ji^^-^-d, 

0 

Nun  lassen  sich  auch  die  richtigen  Ansdrücke  für  die  Potential- 
functionen  V[  -\-  V^  und  V'^  -[-  Fg  leicht  herstellen.  Zunächst 
hat  man: 

F'  4-  F'  =  V  — ^'  — —     • 


S./ 


k 


{y(x~x";y-{-y^+z'^ 
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Die  beiden  Reihen,  einzeln  genommen,  sind  divergent.  Die  erste 
hat  Lauter  positive,  die  zweite  lauter  negative  Glieder.  Vereinigt 
man  die  Glieder  zu  den  Bestandtheilen  einer  einzigen  Reihe,  so 
kann  man  je  nach  der  Anordnung  jede  beliebige  Summe  zu  Stande 
bringen.  Nach  der  Natur  der  Aufgabe  hat  man  aber  für  irgend 
einen  gegebenen  Punkt  (ic,  y.  z)  nur  einen  bestimmten  Werth  zu 
erwarten.  Folglich  kann  auch  nur  eine  einzige  Anordnung  der 
Glieder  die  richtige  sein,  und  man  sieht  leicht,  dass  es  diejenige  ist, 
für  welche  die  Gleichung  (7)  den  richtigen  Werth  von  M^  -f-  M^  liefert. 
Da  dieser  nun  schon  bekannt  ist,  so  hat  es  keine  Schwierigkeit, 
jene  allein  richtige  Anordnung  ausfindig  zu  machen.    Man  erhält: 

und  in  entsprechender  Weise: 

(1«)  v^+v;, 


S 


^Vi 


i\V{x  -  <)2  +  y^  -I-  z^         -|/(a,- a.;^j2  -f  _^2  +^-2( 

Die  Reihen   in   (15)    und   (16)   sind   convergent,   wenn  der  Funkt 
(x.y^z)   nicht   in   einen   Unstetigkeitspunkt   der   ersten,    resp.  der 


zweiten  Kugel  fällt. 

üeber   die  Integrale  (12)   und   (14)  ist  noch  eine  Bemerkung 
zu   machen.     Die  Integration   lässt   sich   nemlich  in  geschlossener 

Form  ausführen,  wenn  (und  folglich  auch  — )   ein   rationaler 

et  7? 

Bruch  ist.    Es  sei        =     -■,    so  dass  p  und  n  ganze  Zahlen,  und 
c  q 

zwar  relative  Primzahlen    sind.     Dann   setze   man  in  (12)  f  =- s'' . 

Dadurch  erhält  man 

1 

(12*)         M.-i-M,  =  -q      ^  '^  j  ^^^ ds. 

u 

Ebenso  ergibt  sich  aus  (14) 

1 

(14*)  M,  4-  M,  --=  -  q  -^  -^  /^"fr-  ^'' 

0 

Die  Integration    geschieht   dann    nach    bekannten  Methoden  durch 
Zerlegung  in  Partialbrüche. 

14* 
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Sind  die  Brüche         und  —  irrational,  so  kann  man  auf  die 

c  c  ■ 

Gleichungen  (10)  und  (13)  zurückgehen  und  zur  Werthermittelung 
der  unendlichen  Reihen  die  Tafel  zu  Hülfe  nehmen,  welche  Gauss 
der  Abhandlung :  Disquisitiones  circa  seriem  infinitam  *)  beigegeben 
hat.    Gauss  schreibt: 

(17)  *-w  =  'i™{ig"'-gr+x+-[} 


für  lim  m  r=  oo.     Folglich  ist 


(10^'=)  M,Jr^,=-^  \^  (-  f )  -  ^F  (0)} 


M, 

+ 

M, 

— 

C 

M^ 

+ 

M, 

— 

ah  g 

und 

( 1 3 *)  M^  +  M^  =   "-^  I W  (-  -~)  -  U-  (0)[ 

Das  Resultat   der   theoretischen  Phitwicklung   stimmt   überein  mit 
dem  Ergebnis  der  experimentellen  Untersuchung. 

§•  53. 
Fortsetzung:    Bewegung  der  Kugeln. 

Wir  kehren  zurück  zu  der  Voraussetzung,  dass  die  Entfernung 
der  Kugelmittelpunkte  grösser  ist  als  die  Summe  der  Radien: 

c  >  a  -}-  5. 
Wir  setzen  zur  Abkürzung: 

oc 

,._^o    «K  — «1^  +  ^(4+'— «1^0     ^  ^'' 
c  (al  -  a?)    =  ^2, 

00 

\~^  ^2  '^l 

(3)  —  a  h2j  a  (a^+i _  ocH-i)  _|_  f,  ^^i^  _  ^ä)    =  E^, 

(4)  Ml   +^4     =    ^V 

(5)  M,-{-M,='^l, 

und  machen  die  Bemerkung,  dass  '$11  ^   die  gesammte  Ladung  der 


*)  Commontationos  sociotatis  rogiao  sciontianim  Gottingoiisis  rocpiitioros. 
Yol.  II.    Gottingae  18i;5.  —  Gauss'  Werke.    Bd.  ,'5.    Göttiiiffeii  18(j(>, 
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ersten,  9)? 2  clie  gesammte  Ladung  der  zweiten  Kugel  ist.  Mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichungen  (8),  (9),  (10),  (11)  des  §.50  und  (5), 
(6),  (7),  (8)  des  §.51  haben  wir  dann 

(6)  m^ 

(7)  93^2 

Hieraus  berechnet  sich 


=  gE, 

JrhE,, 

-=  gE, 

-\-hE,. 

m,  E,  ~ 

-3«2^2 

El  E^ 

-El 

sm^E,- 

-  m,  E^ 

Ei  E^ 

-El 

(8)  g  = 

(9)  h  = 

Dabei  ist  zu  beachten,  dass  Tl^  und  9)?  2  gegebene  constante  Grössen 
sind.  E^^  E^  und  E^  hängen  ab  von  a,  6,  c  und  den  Wurzeln 
«j  und  a^  der  Gleichung  (18)  des  §.  49.  Diese  Wurzeln  sind 
aber  selbst  abhängig  von  a,  6,  c.  Da  nun  a  und  h  constant  sind 
und  nur  der  Abstand  c  der  Kugelmittelpunkte  sich  ändern  kann, 
so  sieht  man,  dass  JJ,,  E^.,  E^  und  folglich  auch  g  und  h  Func- 
tionen von  c  sind. 

Um  die  Bewegung  der  Kugeln  zu  untersuchen,  hat  man  das 
Potential  der  gesammten  Elektricitätsmenge  auf  sich  selbst  aus- 
zudrücken.   Man  erhält  nach  §.  47,  (4) : 

(10)  p  =  2  r^^2, 

wenn  das  Integral  über  die  Oberfläche  beider  Kugeln  erstreckt 
wird.  Es  ist  aber  V=g  auf  der  ersten,  V=h  auf  der  zweiten 
Kugel,    Ferner  ergibt  sich  durch  Integration  über  die  erste  Kugel: 


)er 


ck  =  Ti,; 


und  durch  Integration  über  die  zweite  Kugel: 

de  =  m^. 
Folglich  ist  .  j 

und  wenn  man  aus  (8)  und  (9)  die  Werthe  von  g  und  h  einführt: 

miE,-2m,^t,E,-\-<^ilE, 

^  ^  2{E,E,-El) 
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Aendert   sich   der  Abstand  der  Kugelmittelpunkte  um  de,   so 
wird  die  dabei  geleistete  Arbeit  ausgedrückt  durch 

dP    , 

—, —  de. 
de 

Die  Kugeln   wirken  also  auf  einander  ebenso,    als  ob  ihre  Mittel- 
punkte sich  mit  der  Kraft 

dP 

abstiessen.*) 


*)  Die  Aufgabe  der  §§.  48  bis  53  hat  zuerst  Poissou  mathematisch  be- 
handelt in  zwei  Aufsätzen,  welche  unter  den  Memoires  de  l'institut  de  I'rance 
1811   abgedruckt   sind.    Ferner   sind  zu  citiren: 

Plana.  Sur  la  distribution  de  l'electricite  ä  la  surface  de  deux  spheres. 
(Memorie  dell'  accademia  di  Torino.  T.  7.    1845.) 

Kirchhoff.  Ueber  die  Vertheiluug  der  Elektricität  auf  zwei  leitenden 
Kugeln.    (Borchardt,  Journal  Bd.  59.   S.  89.) 

Murphy,  R.  Elementary  principles  of  the  theories  of  electricity,  heat 
and  molecular  actions.    Part  I,  Chapter  V.    Cambridge  1833. 

Thomson,  W.  On  the  mutual  attraction  or  repulsion  between  two  elec- 
trified  spherical  conductors.    (Philosophical  Magazine.    Series  5,  Vol.  IV.) 

Man  vergleiche  auch  die  Lehrbücher: 

Riess.    Die  Lehre  von  der  Reibungs-Elektricitiit.    Bd.  1.     Berlin  1853. 

Kötteritzsch.    Lehrbuch  der  ^Elektrostatik.     Leipzig  1872. 

Die  oben  gegebene  Entwicklung  ist  Riemann's  Eigeuthum. 

Die  experimentellen  Untersuchungen  sind  zuerst  von  Coulomb  ange. 
stellt.     (Memoires  de  l'Academie  de  Paris  1785—1788.) 


Fünfter  Aliscliiiitt. 

Galvanische   Ströme. 


§.  54. 
Specifische  Stromintensität. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  dass  in  den  Leitern  die  beiden 
Elektricitäten  fortwährend  geschieden  werden.  Die  scheidenden 
Kräfte  setzen  wir  als  bekannt  voraus. 

In  jedem  Leiter  ist  eine  unendliche  Menge  elektrischer  Theil- 
chen  enthalten.  Soll  nach  aussen  keine  Wirkung  ausgeübt  werden, 
so  muss  in  jedem,  noch  so  kleinen  elektrischen  Theilchen  des 
Leiters  die  algebraische  Summe  der  Elektricitätsmengen  gleich 
Null  sein. 

Die  Elektricitätsmenge  £,  die  in  einem  elektrischen  Theilchen 
vorhanden,  ist  das  Maass  der  Anziehung  oder  Abstossung,  welche 
es  in  der  Einheit  der  Entfernung  auf  die  elektrische  Einheit  ausübt. 
Wir    nehmen    im   Innern    des   Leiters   eine   beliebige   Fläche 
(Fig.  31)  und  betrachten  an  irgend  einer  Stelle  derselben  ein  Flächen- 
element o>.  Die  Normale  dieses 
Fiß-  31-  Flächenelementes  geht  von  ihm 

aus  in  zwei  verschiedenen  Rich- 
tungen, die  wir  als  die  Rich- 
tungen der  positiven  und  der 
negativen  Normale  unterschei- 
den. Die  positive  (resp.  ne- 
gative) Seite  der  Fläche 
ist  dem  Räume  zugekehrt,  in 
welchen  die  positive  (resp.  ne- 
gative) Normale  eintritt.  In 
dem  Zeitelement(/^  gehen  durch 
das  Flächenelement  tu  sehr 
viele  elektrische  Theilchen  von  der  negativen  Seite  der  Fläche  nach  der 
positiven  und  umgekehrt  von  der  positiven  nach  der  negativen  hinüber. 
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Die  algebraische  Summe  der  Elektricitätsmengen,  welche  in 
der  Zeit  dt  durch  das  Flächenelement  tu  von  der  negativen  auf 
die  positive  Seite  übergehen,  vermindern  wir  um  die  algebraische 
Summe  der  Elektricitätsmengen,  welche  in  derselben  Zeit  durch 
dasselbe  Fläehenelement  von  der  positiven  auf  die  negative  Seite 
übergehen.  Die  Differenz  dividiren  wir  durch  die  Grösse  w  des 
Flächenelementes  und  durch  dt.  Der  Quotient  soll  die  specifische 
Stromintensität  in  der  Richtung  der  positiven  Normale  des 
Flächenelementes  genannt  werden.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  i, 
so  ist  hiernach 

i  (ü  dt 

die  Elektricitätsmenge ,  welche  in  der  Zeit  dt  durch  das  Flächen- 
element (ü  von  der  negativen  auf  die  positive  Seite  mehr  über- 
tritt als  von  der  positiven  auf  die  negative. 

Das  Flächenelement  liege 

Fis   32.  . 

(Fig.  32)  rechtwinklig  zu  der 
Axe  der  x.  Die  elektrischen 
Theilchen  werden  durch  das- 
selbe im  allgemeinen  in  sehr 
verschiedenenRichtungen  mit 
sehr  verschiedenen  Geschwin- 
digkeiten hindurchgehen.  Wir 
betrachten  zunächst  nur  eine 
einzige  Geschwindigkeit  v, 
deren  Richtung  mit  den  po- 
sitiven Coordinatenaxen  die  Winkel  A^  B,  C  einschliesse.  Dieselbe 
Richtung  geben  wir  der  Axe  eines  Cylinders,  welcher  das  Flächen- 
element «>  zur  Basis  hat,  und  dessen  Endflächen  auf  der  Axe  die 
Länge  v  dt  abschneiden.  Dabei  ist  v  eine  absolute  Zahl.  Der 
Inhalt  des  Cylinders  findet  sich 

dx 


(1) 


da  V  cos  A 


+  (0  vdt  cofiA  =  -f-  o)  ^"^  dt, 
dt 


tung  der  x  ist. 


dx 
Ht 


die  Geschwindigkeits-Componente  in  der  Rich- 
In  dem  Ausdrucke  (1)  ist  das  positive  oder  das 
negative  Vorzeichen  gültig,  je  nachdem  ^,|-  positiv  oder  negativ 
ist.  Wir  nehmen  an,  dass  zur  Zeit  t  und  während  des  nächst- 
folgenden Zeitelementes  dt  die  Elektricitätsmengen,   die   mit   der 
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vorgeschriebenen  Geschwindigkeit  v  in  der  gegebenen  Kichtung  sich 
bewegen ,  in  unendlicher  Nähe  des  Punktes  (cc,  ?/,  z)  völlig  gluich- 
mässig  vertheilt  vorkommen.  Nun  sei  zur  Zeit  t  das  an  den  Punkt 
(aj,  r/,  z)  anstossende  Raumelement  dS  mit  elektrischen  Theilchen 
von  der  fraglichen  Geschwindigkeit  erfüllt,  deren  Elektricitätsmenge 
die  algebraische  Summe  V]  s  habe.     Dann  sieht  man,  dass 

^r-i         dx    -.  -,  ■^-1     dx 

>  ,  £  u)  "77  dt  oi  dt  y  ,z  -~^r~ 

.  ^         dt         _    ,  La      dt 

^^^  ±      JE       -  ±      m 

die  algebraische  Summe  der  Elektricitätsmenge  derjenigen  Theil- 
chen ist,  welche  mit  der  vorgeschriebenen  Geschwindigkeit  behaftet 
den  Cylinder  zur  Zeit  t  -f-  dt  erfüllen.  Diese  und  nur  diese  sind  es 
aber,  die  während  des  vorhergehenden  Zeitelementes  dt  in  der  vor- 
geschriebenen Eichtung  die  Basisüäche  o)  des  Cylinders  mit  der 
Geschwindigkeit  v  durchschritten  haben. 

Wiederholt  man  diese  Betrachtung  für  jede  Kichtung  und  jede 
Geschwindigkeit,  so  sind  alle  elektrischen  Theilchen  berücksichtigt, 
welche  nach  Ablauf  der  Zeit  t  in  dem  nächstfolgenden  Zeitelement 
dt  überhaupt  durch  das  FlächenelemenJ;  (u  hindurchgehen.  Man  erhält 
dann  so  viel  Ausdrücke  von  der  Form  (2),  als  Geschwindigkeiten 
nach  Grösse  und  Richtung  verschieden  vorkommen.  Diese  Ausdrücke 

doG 
lassen  sich  in  zwei  Gruppen  zusammenfassen,  je  nachdem  — v-  j)0- 

sitiv    oder   negativ   ist.     Für   die  erste  Gruppe  gibt  der  Ausdruck 

,  v-i     dx 

0)  dt  >  ,  £  -^— 

(3)  -        ^     ^^ 


dS 

die  algebraische  Summe  der  Elektricitätsmengen,  welche  während 
des  betrachteten  Zeitelementes  dt  von  der  negativen  auf  die  po- 
sitive Seite  von  tu  übergehen.  Man  hat  dann  aber  in  (3)  die 
Summirung  über  alle  elektrischen  Theilchen  zu  erstrecken,  welche 

mit  positiver  Geschwindigkeits  -  Componente  — y-  behaftet  in   dem 

Raumelement  dS  vorkommen.  Ebenso  erhält  man  für  die  zweite 
Gruppe 

,  v-1     dx 

(4)  ^     <" 

^  '  dS 
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als  algebraische  Summe  der  Elektricitätsmengen,  die  von  der  po- 
sitiven auf  die  negative  Seite  von  «>  übergehen.  Die  Summirung 
in   (4)  bezieht  sich   auf  alle  in  dS  enthaltenen  Theilchen,   deren 

Geschwindigkeits-Componente  ~j  negativ  ist.  Um  daher  der  De- 
finition gemäss  die  specifische  Stromintensität  in  der  Richtung  der 
X  zu  berechnen,  hat  man  die  Summe  (4)  von  (3)  zu  subtrahiren 
und  die  Differenz  durch  co  dt  zu  dividiren.  In  entsprechender 
Weise  verfahren  wir  für  die  Richtungen  der  beiden  anderen  Axen. 
Bezeichnen  wir  also  mit  ij ,  {2,  ^'3  die  specifischen  Strom- 
intensitäten in  den  Richtungen  der  drei  Coordinatenaxen,  so  er- 
geben sich  für  sie  die  Gleichungen: 

(5)  '^<'«=S^-dr 

^       dt 

Die  Summirungen  beziehen  sich  auf  alle  elektrischen  Theilchen, 
welche  zur  Zeit  t  in  dem  an  den  Punkt  (x,  y,  z)  angrenzenden  Raum- 
element dS  vorhanden  sind.  Für  jedes  Theilchen  ist  seine  Elek- 
tricitätsmenge  mit  der  zugehörigen  Geschwindigkeits-Componente 
zu  muUipliciren  und  alle  so  gebildeten  Producte  sind  zu  summiren. 
Aus  den  drei  Grössen  ij,  ij,  1*3  lässt  sich  die  specifische  Strom- 
intensität in  irgend  einer  Richtung  ableiten.  Es  sei  — ^  die  Ge- 
schwindigkeits-Componente eines  einzelnen  elektrischen  Theilchens 
in  der  Richtung,  welche  mit  den  positiven  Coordinatenaxen  die 
Winkel  a,  ß,  y  einschliesst.    Dann  haben  wir 

,n\  dp  dx  1     dy  .     .     dz 

(6)  -^  =  ^-  cos  «  +  J-  cos  ß  -f  -^  cos  y. 

Bezeichnen  wir  mit  z^.,  die  specifische  Stromintensität  in  derselben 
Richtung,  so  erhalten  wir  entsprechend  den  drei  Gleichungen  (5): 

dp 

und  hieraus  unter  Benutzung  der  Gleichungen  (6)  und  (5): 

(7)  .  iaßy    ^=^    *i  COS  a     p  ^2   cos  |3  -\-  4*3   COS  y. 


S' 
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Wir  wollen  nun  eine  Richtung  aufsuchen,  in  welcher  die  spe- 
cifisclie Stromintensität   i  durch  die  Gleichung  ausgedrückt  wird: 


(8)  i^  V^?4-^1  +  *^ 

Sind  a,  6,  c   die  Winkel ,   welche   diese  Richtung   mit  den  Coordi- 
natenaxen  einschliesst,    so  ergeben  sich  zu  ihrer  Bestimmung  die 


Gleichungen; 


"i  r.r.^    .      __        '3 


(9)  cos«  =  -4-,      cosi  =  -?",      cos  c  ^= 
^  ^  i  i  i 

Denn  durch  diese  Werthe  geht  die  Gleichung  (7)  in  (8)  über,  wenn 
a  =  a,  ß  =  ?»,  Y  =  c  gesetzt  wird.  Man  kann  aber  auch  direct 
von  (9)  zu  (8)  gelangen,  da  bekanntlich 

cos  a'^  -\-  cos  h'^  -\-  cos  c'^  =^  J. 

Um  die  Bedeutung  der  specihschen  Stromintensität  l  zu  er- 
kennen, deren  Richtung  durch  die  Gleichungen  (9)  festgelegt  wird, 
führen  wir  die  Werthe  von  i^,  ij,  i-^  aus  (9)  in  (7)  ein.  Dadurch 
ergibt  sich: 

(10)  iaß'^i  =  i  (cosa  cosa -}- cos6  cosß -j- cosc  cosy). 

Die  Klammergrösse  ist  aber  =  cos  o,  wenn  o  den  Winkel  der  beiden 
Richtungen  (a,  Z<,  c)  und  (a,  ß,  y)  bezeichnet.    Wir  haben  also  kürzer: 

(11)  iaßy     =    i  COSÖ. 

Speciell  ergibt  sich 

i«^y  =  i       für  6  =  0, 
(12) 


i„ßy  =0      für  ö 


Die  durch  die  Gleichungen  (9)  festgelegte  Richtung  hat  also  die 
Eigenschaft,  dass  rechtwinklig  zu  ihr  die  specifische  Strominten- 
sität gleich  Null  ist,  in  ihr  selbst  aber  ein  Maximum.  Diese  Rich- 
tung ist  demnach  die  Richtung  der  Strömung.  Kennt  man  im 
Innern  eines  Leiters  an  irgend  einer  Stelle  (a;,  y,  z)  die  si^ecifischen 
Stromintensitäten  in  drei  auf  einander  rechtwinkligen  Richtungen, 
so  findet  sich  daraus  die  Richtung  der  Strömung  und  die  speci- 
fische Stromintensität  in  dieser  Richtung  nach  demselben  Gesetze, 
welches  für  die  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten  und  für 
die  Zusammensetzung  der  Kräfte  gilt.  Man  kann  dasselbe  das  Gesetz 
vom  Parallelepipedon  der  sx^ecifischen  Stromintensitäten  nennen. 
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Freie  Elektricität.    Die  Gieicfiung 


§.  55. 


3i\ 


Fig.  33. 


Unter  der  freien  Elektricität,  welche  in  einem  Körper- 
element resp.  in  einem  Oberfiächenelement  enthalten  ist,  verstehen 
wir  die  algebraische  Summe  der  in  dem  Körperelement,  resp.  dem 
Oberflächenelement  überhaupt  vorhandenen  Elektricitätsmengen. 
Dividiren  wir  diese  Summe  durch  den  Rauminhalt  des  Körperele- 
mentes, resp.  durch  den  Flächeninhalt  des  Oberflächenelementes, 
so  ergibt  sich  ein  Quotient,  der  die  Dichtigkeit  der  freien 
Elektricität  an  der  betrefi'enden  Stelle  genannt  wird.  Wir  be- 
zeichnen ihn  mit  p. 

Im  Innern  eines  Leiters  werde  nun  ein  unendlich  kleines  Pa- 
rallelepipedon  betrachtet,  dessen  Kanten  von  der  Länge  dx,  dy,  dz  den 

Coordinatenaxen  parallel  laufen. 
Der  dem  Anfangspunkte  zunächst 
gelegene  Eckpunkt  habe  die  Co- 
ordinaten  x,  y,  z  (Fig.  33).  Es 
handelt  sich  um  die  Berechnung 
der  Elektricitätsmenge,  um  welche 
während  eines  Zeitelementes  dt 
sich  die  freie  Elektricität  im  Innern 
des  Parallelepipedon  vermehrt. 
Dazu  hat  man  den  Durchgang 
durch  die  sechs  Begrenzungsflächen  zu  betrachten.  Bechtwinklig 
zur  Axe  der  x  liegen  zwei  Seitenflächen,  jede  vom  Flächeninhalt 
dy  dz.  In  der  einen  haben  alle  Punkte  die  erste  Coordinate  ^=  cc, 
in  der  anderen  =  cc  -f-  dx.    Durch  jene  strqmt  in  der  Zeit  dt  die 

Elektricitätsmenge 

i  j  dy  dz  dt, 

durch  diese  die  Elektricitätsmenge 


A 

/ 

A 

/ 

ii  j  -j — ^---  dx\  dy  dz  dt. 


Die  zuerst  berechnete  Elektricitätsmenge  tritt  in  das  Parallepipedon 
ein,  die  zweite  tritt  aus,  und  es  ergibt  sich  als  Zuwachs  für  das 
Innere : 

~  dx  dxi  dz  dt. 

Sa;  ^ 
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In  derselben  Weise  berechnen  wir  die  Zunahmen,  welche  von  dem 
Durchgang  durch  die  Seitenflächen  herrühren,  auf  denen  die  y  Axe 
und  resp.  die  z  Axe  rechtwinklig  stehen.     Wir  erhalten 

dx  dy  dz  dt. 

7)?j 

})i 
—  — ^   dx  du  dz  dt. 

^z 

Die  ganze  Zunahme  an  freier  Elektricität,   welche  dem  unendHch 
kleinen   Parallelepipedon    in    dem   Zeitelement  dt   zu   Theil   wird, 
findet  sich,  wenn  man  die  drei  letzten  Ausdrücke  addirt. 
Andererseits  hat  man  zu  beachten,  dass 
p  dx  dy  dz 
die  gesammte  freie  Elektricität  ist,  welche  zur  Zeit  t  in  dem  Pa- 
rallelepipedon sich  befindet.     Diese  erleidet  in  dem  nächsten  Zeit- 
element dt  die  Zunahme 

— ^  dx  dy  dz  dt. 

ot  ' 

Wir  haben  danach  für  dieselbe  Zunahme  zwei  verschiedene  Aus- 
drücke gewonnen  und  erhalten  durch  ihre  Gleichsetzung  die  wich- 
tige öleichung: 

^  ^  It  V  3cc    "  3?/      '      3^  / 

§.  5ß. 
Die  Scheidungskraft,  die  specifische  Stromintensität  und  der  specifische 

Widerstand. 

Für  einen  beliebigen  Leiter  besteht,  wie  wir  (§.  45)  gesehen 
haben,  das  elektrische  Gleichgewicht  darin,  dass  die  freie  Elek- 
tricität mit  einer  für  jeden  Punkt  bestimmten  Dichtigkeit  über  die 
Oberfläche  vertheilt  ist,  und  dass  an  jeder  Stelle  im  Innern  die 
Dichtigkeit  der  Elektricität  den  Werth  'Null  hat.  Dieser  Zustand 
ist  jedoch  so  aufzufassen  (§.  44) ,  dass  in  jedem  noch  so  kleinen 
Raumelement  des  Innern  gleiche  Quantitäten  positiver  und  nega- 
tiver Elektricität  in  neutralem  Gemisch  vorhanden  sind. 

Betrachten  wir  nun  nach  eingetretenem  Gleichgewicht 
ein  einzelnes  elektrisches  Theilchen,  so  bieten  sich  über  sein  Ver- 
halten  zwei  Auffassungen  dar.     Entweder  kann  man  nemlich  an- 


222  Fünfter  Abschnitt      §.  50. 

nehmen,  dass  jedes  Theilchen  sich  in  Ruhe  hefinde.  Oder  man 
kann  sich  alle  elektrischen  Theilchen  in  einer  fortwährenden 
Bewegung  begritfen  denken,  in  einer  Bewegung,  bei  der  das  Gleich- 
gewicht der  Elektricitäten  darin  besteht,  dass  an  keiner  Stelle  des 
Leiters  die  Dichtigkeit  eine  Aenderung  erleidet,  und  dass  die 
specifische  Stromintensität  überall  gleich  Null  ist. 

Aendert  der  Leiter,  den  wir  betrachten,  -  seine  Lage  gegen 
andere  elektrisch  geladene  Körper,  so  bleibt  im  Linern  die  Dich- 
tigkeit überall  Null.  In  der  Oberfläche  gehört  aber  zu  jeder 
neuen  Lage  des  Leiters  eine  bestimmte  neue  Vertheilung  der 
freien  Elektricität,  die  sich  in  demselben  Momente  fertig  herstellt, 
in  welchem  der  Leiter  die  neue  Lage  einnimmt  (§.  47).  Wenn 
man  die  relative  Bewegung  des  betrachteten  Leiters  und  aller 
übrigen  geladenen  Körper  plötzlich  unterbricht,  so  ist  die  neue 
Gleichgewichtslage  der  elektrischen  Theilchen  in  demselben  Mo- 
ment (oder  doch  nach  unmessbar  kurzer  Zeit)  fertig  vorhanden. 
Dies  Verhalten  ist  noch  der  Erklärung  bedürftig. 

Nimmt  man  an,  dass  beim  elektrischen  Gleichgewichte  jedes 
einzelne  elektrische  Theilchen  in  Ruhe  sei,  so  kann  bei  einer  J*)e- 
wegung  des  Leiters  die  neue  Vertheilung  der  -freien  Elektricität 
nur  durch  eine  Bew^egung  der  elektrischen  Theilchen  zu  Stande 
kommen.  Bei  einer  plötzlichen  Eixirung  aller  geladenen  Körper 
erklärt  sich  dann  die  momentane  Herstellung  des  neuen  elektri- 
schen Gleichgewichtes  nur  dadurch,  dass  die  Geschwindigkeit  jedes 
elektrischen  Theilchens  in  unmessbar  kurzer  Zeit  zu  Null  wird. 

Anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  man  die  elektrischen 
Theilchen  unter  allen  Umständen  in  Bewegung  begriffen  an- 
nimmt. -Beim  elektrischen  Gleichgewicht  ist  diese  Bewegung  so 
beschaffen,  dass  überall  die  specifische  Stromintensität  gleich  Null 
ist  und  die  Dichtigkeit  der  freien  Elektricität  nirgends  eine  Aende- 
rung erleidet.  Während  der  relativen  Bewegung  der  geladenen 
Körper  modificirt  sich  die  Bewegung  der  elektrischen  Theilchen 
so,  dass  die  specifische  Stromintensität  nicht  mehr  überall  gleich 
Null  ist.  Die  auftretenden  specifischen  Stromintensitäten  bewirken, 
dass  im  Innern  des  betrachteten  Leiters  die  Dichtigkeit  überall 
Null  bleibt,  und  dass  in  der  Oberfläche  bei  jeder  neuen  Lage  der 
geladenen  Körper  die  neue  Vertheilung  der  freien  Elektricität 
vorhanden  ist,  wie  das  elektrostatische  Gesetz  sie  verlangt.  Bei 
plötzlicher  Eixirung  der  geladenen  Körper  gehen  die  Geschwindig- 
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keiten  der  elektrischen  Theilchen  nicht  in  Null  über.  Sie  ändern 
sich  nur  so,  dass  sofort  die  specifische  Stromintensität  überall 
Null  ist. 

Wir  geben  dieser  zweiten  Auffassung  den  Vorzug.  Wir  nehmen 
an,  dass  die  elektrischen  Theilchen  im  Innern  jedes  Leiters  in 
einer  fortwährenden,  ausserordentlich  raschen  Bewegung  be- 
griffen sind,  die  nur  davon  herrührt,  dass  jedes  elektrische  Theil- 
chen durch  die  unmittelbar  benachbarten  Theilchen  getrieben  wird. 
So  lange  zu  diesen  molekularen  Einwirkungen  keine  scheiden- 
den Kräfte  hinzutreten,  ist  die  specifische  Stromintensität  überall 
Null.  Inndet  aber  an  irgend  einer  Stelle  im  Innern  des  Leiters 
eine  Scheidung  der  Elektricitäten  statt,  so  besteht  die  Wirkung 
darin,  dass  in  einer  bestimmten  Richtung  die  eine  Elektricität  be- 
schleunigt, die  entgegengesetzte  verzögert  wird.  Durch  ein  Ilächen- 
element,  dessen  Normale  in  jene  Richtung  fällt,  gehen  in  Folge 
dessen  nicht  mehr  ebenso  grosse  Elektricitätsmengen  von  der  ne- 
gativen zur  positiven  Seite  über  wie  umgekehrt  von  der  positiven 
zur  negativen  Seite.  Oder  mit  anderen  Worten:  Ueberall  da, 
wo  Scheidung  stattfindet,  ist  die  specifische  Strominten- 
sität in  der  Richtung  der  scheidenden  Kraft  nicht  mehr 
gleich  Null.  Für  jede  Richtung  normal  zu  der  scheiden- 
den Kraft  bleibt  dagegen  die  specifische  Strominten- 
sität Null. 

Im  Vergleich  zu  den  Molekularkräften,  welche  die  fortdauernde, 
sehr  rasche  Bewegung  der  elektrischen  Theilchen  hervorbringen, 
haben  wir  die  Scheidungskräfte  verschwindend  klein  anzunehmen. 
Die  specifische  Stromintensität  an  irgend  einer  Stelle  ist  nun  eine 
stetige  Function  der  daselbst  auftretenden  Scheidungskraft,  die 
mit  dieser  gleichzeitig  Null  wird.  Man  könnte  sich  diese  Function 
nach  positiven,  ganzen,  ungeraden  Potenzen  der  Scheidungskraft 
entwickelt  denken,  und  darf,  so  lange  das  Verhältnis  der  letz- 
teren' zu  den  elektrischen  Molekularkräften  verschwindend  klein 
ist,  sich  auf  die  erste  Potenz  beschränken.  D.  h.  die  spe- 
cifische Stromintensität  ist  der  Scheidungskraft  pro- 
portional. 

Bezeichnen  wir  also  mit  s  11  die  gesammte  elektrische  Scheidungs- 
kraft im  Punkte  (x^  ?/,  z)  im  Innern  eines  Leiters  und  mit  s  H, 
£  H,  £  Z  ihre  Componenten  in  der  Richtung  der  Coordinatenaxen, 
so  gelten  die  Gleichungen: 
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10  i^    =r    H, 

w  i  =  w  \^i]  -f-  il  -\-  i\  =  n. 
Den  Factor  iv  nennen  wir  den  specifisch  en  Widerstand  des 
Leiters  und  die  reciproke  Grösse  — =:  ä;  seine  Lcitunss  fäliior- 

lü  o  o 

keit.  Die' Grösse  iv  (und  folglich  auch  k)  ist  constant  für  ein 
und  denselben  homogenen  Leiter.  Der  Werth  derselben  ist  al^er  ein 
anderer,  je  nachdem  der  Stoff  ein  anderer  ist,  aus  welchem  der 
Leiter  besteht. 

§.57. 
Beharrliche  Ströme.    Die  drei  Bedingungsgleichungen  für  F. 

Wir  wollen  die  besondere  Voraussetzung  machen,  dass  die 
scheidende  Kraft  von  der  Zeit  unabhängig,  also  für  alle  Punkte 
im  Lmern  des  betrachteten  Leiters  eine  Function  nur  von  den 
Raum-Coordinaten  x,  y,  z  sei.  Die  Componenten  der  scheidenden 
Kraft,  welche  im  Punkte  {x,  ?/,  z)  auf  die  dort  vorhandenen  Elek- 
tricitätsmenge  s  einwirkt,  sollen  mit  e  E,  s  11,  s  Z  bezeichnet  werden 
und  als  Functionen  von  «,  ?/,  z  im  Lmern  des  Leiters  gegeben 
sein.  Li  Folge  der  Scheidung  sammelt  sich  freie  Elektricität  an. 
Die  davon  herrührende  Potentialfunction  bezeichnen  wir  mit  F. 
Es  ist  also  (§.  45) 

Danach  sind  die  Componenten  der  elektromotorischen  Gcsammt- 
kraft,  welche  auf  die  im  Punkte  (cc,  ?/,  z')  vorhandene  Elektricitäts- 
menge  s  ausgeübt  wird,  resp. 

und  diese  Componenten  haben  resp.  die  Richtung  der  Axen  der  ic, 
der  ?/,  der  z.  Für  die  specifischcn  Stromintensitäten  in  denselben 
Richtungen  erhalten  wir  also,  entsprechend  den  Gleichungen  (1) 
des  vorigen  Paragraphen,  die  Ausdrücke: 
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.,  =  .(^X+z). 

Die  angesammelte  freie  Elektricität  wirkt  einer  unaufliörlich  fort- 
gesetzten neuen  Ansammlung  von  frisier  Elektricität  entgegen.  In 
Folge  dessen  wird  von  einem  gewissen  Zeitpunkte  an  die  Dichtig- 
keit der  freien  Elektricität  an  keiner  Stelle  des  Leiters  mehr  sich 

ändern,  d.  h.  es  Avird  von  diesem  Zeitpunkte  an  --^-  =  0  sein.    Mit 

Rücksicht  auf  die  Gleichung  (1)  des  §.  55  erhalten  wir  also  für 
jeden  Punkt  im  Innern  des  Leiters: 

3a?   ^   3?/      '     32 
oder,  wenn  für  ?'j ,  i^^  ig  die  obigen  Ausdrücke  eingesetzt  werden: 

(1) c \ H ^ ^  0. 

Die  freie  Oberfläche  des  Leiters  soll  isolirt  sein.  Dann  ist 
in  jedem  ihrer  Punkte  die  normal  gegen  sie  gerichtete  specifische 
Stromintensität  gleich  Null.  Wir  ziehen  von  einem  Punkte  (cc,  ?/,  z) 
in  der  freien  Oberfläche  die  Normale  nach  innen  und  bezeichnen 
einen  auf  ihr  genommenen  Abstand  mit  n.  Die  specifische  Strom- 
intensität normal  gegen  die  Oberfläche  ist 

Ix     .     .     ly     .     .     32 


Wenn  man  diese  gleich  Null  setzt,  so  ergibt  sich  für  jeden  Punkt 
der  freien  Oberfläche  die  Bedingungsgleichung: 

Aendern  sich  die  Grössen  E,  H,  Z,  k  im  Innern  des  Leiters 
an  keiner  Stelle  sprungweise,  so  treten  weiter  keine  Gleichungen 
auf.  Wir  wollen  aber  noch  den  Fall  betrachten,  dass  jene  Grössen 
im  Innern  des  Leiters  beim  Durchgang  durch  einzelne  P'lächen 
sich   sprungweise   ändern.     p]s   werde  von   einem   Punkte  (rc,  ?/,  z) 

Schwere,  Elektricität  u.  Magnetismus.  ][5 
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einer  Unstetigkeitsfläche  aus  nach  beiden  Seiten  die  Normale  ge- 
zogen und  darauf  ein  Abstand  p  nach  der  einen  Seite  hin  positiv, 
nacli  der  anderen  Seite  negativ  gerechnet.  Dann  ist  noch  aus- 
zudrücken, dass  für  zwei  Punkte  dieser  Normale,  die  auf  ver- 
schiedenen Seiten  der  Fläche  unendlich  nahe  am  Punkte  (x,  y,  z) 
liegen,  die  specifische  Stromintensität  in  der  Richtung  der  wach- 
senden p  dieselbe  ist.  Oder  mit  anderen  Worten:  dass  au  jeder 
Stelle  der  Unstetigkeitsfläche  in  den  Raum  auf  der  positiven  Seite 
in  jedem  Zeitelement  eben  so  viel  Elektricität  einströmt,  als  aus 
dem  Räume  auf  der  negativen  Seite  ausströmt.  Dies  spricht  sich 
aus  in  der  Gleichung: 

Die  Gleichung  (3)  gilt  für  jeden  Punkt  («,  ?/,  z)  der  Unstetig- 
keitsflächen  im  Innern  des  Leiters. 


§•  58. 
Eindeutige  Existenz  von   F. 

Es  soll  nun  bewiesen  werden,  dass  immer  eine  Function  V 
existirt,  welche  den  Bedingungen  (1),  (2),  (3)  des  vorigen  Para- 
graphen Genüge  leistet  und  zu  beiden  Seiten  jeder  Unstetigkeits- 
fläche Werthe  von  gegebener  Differenz  besitzt.  Um  diesen  Beweis 
zu  führen,  schliessen  wir  von  dem  Räume,  welchen  der  Leiter 
ausfüllt,  solche  Räume  von  unendlich  kleiner  Dicke  aus,  welche 
die  Unstetigkeitsflächen  in  sich  fassen.  Wie  dies  gemacht  wird, 
ist  in  §.  21  auseinandergesetzt  und  durch  Figur  12  erläutert.  Der 
übrig  bleibende  Raum  des  Leiters  soll  mit  IS  bezeichnet  werden. 
In  seinem  Innern  sind  H,  [I,  Z,  k  überall  endlich  und  frei  von  Un- 
stetigkeiten.  Unter  v  werde  irgend  eine  Function  von  cc,  ?/,  z  ver- 
standen, die  den  folgenden  beiden  Bedingungen  genügt.  Für  je 
zwei  Punkte,  die  unendlich  nahe  an  einander  auf  entgegengesetzten 
Seiten  einer  Unstetigkeitsfläche  liegen,  sollen  die  Werthe  von  v 
eine  gegebene  endliche  Dififerenz  besitzen,  und  im  Innern  des  Raumes 
S  sollen  die  ersten  Derivirten  von  v  überall  endlich  und  stetig 
variabel  sein. 
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Solcher  Functionen  v  gibt  es  unendlich  viele.    Wird  eine  von 
ihnen    mit   V  bezeichnet,    so    llisst   sich  jede  andere  in  die  Form 

bringen : 

■y  =    V  -\-  h  s, 

wenn   h  eine  passend  zu  wählende  Constante  bedeutet  und  s  eine 
Function  von  x,  y,  z  ist,  die  denselben  Bedingungen  genügt  wie  ?;, 
die  aber  selbst  in  den  Unstetigkeitsflcächen  von  v  nicht  unstetig  wird. 
Hiernach  hat  das  Integral: 

über  den  Eaum  &  erstreckt,  einen  endlichen,  positiven  Werth. 
Dieser  Werth  ändert  sich,  wenn  man  von  einer  Function  v  zu  einer 
anderen  übergeht.  Unter  allen  zulässigen  Functionen  ?;  gibt  es 
demnach  mindestens  eine  —  wir  wollen  sie  mit  F  bezeichnen  — , 
welche  den  Iiitegralwerth  zu  einem  Minimum  macht.  Die  Be- 
dingung dafür  lautet 

(2)  £HF)  <  ß(F-f  A.s), 

wenn  li  unendlich  klein  genommen  wird.  Nun  lässt  sich  aber 
ß  ( F  -|-  A  ä)  entwickeln.  Der  Rechnungsgang  ist  in  §.  34  vorge- 
schrieben.    Man  erhält: 

(3)  ß(F+/i.9) 
=  ß(F) 

+"^pi(i)+(i)+(.v)>«- 

Auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3)  ist  der  erste  und  der 
dritte  Bestandtheil  positiv.  Der  zweite  kann  sowohl  positiv  als 
auch  negativ  ausfallen.  Soll  die  IJedingung  (2)  befriedigt  werden, 
so  ist  dazu  notliwendig  und  hinreichend,  dass 

sei.  Denn  in  der  That  kommt  dann  auf  der  rechten  Seite  von  (3) 
zu  ß(F)  ein  positives  Glied  hinzu,  das  nur  dann  zu  Null  wird, 
wenn  überall  .s  =  const.  Die  Gleichung  (4)  ist  also  hinreichend 
für  das  Zustandekommen  von  (2).  Sie  ist  aber  auch  notliwendig. 
Denn  wenn  sie  nicht  erfüllt  wäre,  so  könnte  man  das  Vorzeichen 
von   h   so   wählen,   dass  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  der  zweite 

15* 
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Bestandtheil  negativ  ausfiele,  und  den  Zahlwerth  von  li  so  klein 
machen,  dass  der  dritte  Bestandtheil  kleiner  würde  als  der  Zahl- 
werth des  zweiten  Bestandtheils.     Dann  hätte  man 

ß(F4-Äs)<ß(F), 
was  mit  (2)  im  Widerspruch  steht. 

Nun  können  wir  das  Integral  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung 
(4)  nach  §.  20  transformiren.  Dadurch  geht  die  Gleichung  (4)  in 
folironde  über: 


(C+^)} ,  M^+4  ,  ^{C+^) 


Tix  'hy  Sz  j 

,  \(ll    1    -\  ^^   i    i^Z  _.    H^  ^y-  4-  (^  ^^  4-  Z)  ^-^-<  ch 
|\3cc     '       /  In  ^  \7>y   ^     )  ^n  ^    Uz   ^     )  Sw  j 

=  0. 
Das  erste  der  beiden  Integrale  ist  über  den  ganzen  Raum  S  zu 
erstrecken,  das  zweite  über  seine  gesammte  Oberfläche.  Soll  die 
Gleichung  (5)  erfüllt  werden,  so  hat  man  jedes  der  beiden  Inte- 
grale für  sich  gleich  Null  zu  setzen.  Das  Raum-Integral  wird  zu 
Null,  wenn  für  jeden  Punkt  (a?,  ?/,  z)  im  Innern  von  S  die  mit  sdS 
multiplicirte  Klammergrösse  den  Werth  Null  hat.  Dies  liefert 
die  Bedingungsgleichung  (1)  des  vorigen  Paragraphen. 

Die  Oberfläche  von  S  besteht  erstens  aus  der  freien  Oberfläche 
des  Leiters  und  zweitens  aus  den  Hüllen  der  Unstetigkeitsflächen 
im  Innern.  Man  hat  also  zunächst  für  jeden  Punkt  (cc,  y,  z)  in 
der  freien  Oberfläche  des  Leiters  gleich  Null  zu  setzen,  was  mit 
ksdo  multiplicirt  ist.  Dies  liefert  die  Bedingungsgleichung 
(2)  des  vorigen  Paragraphen. 

Die  Hüllen  einer  Unstetigkeitsfläche  sind  zwei  Flächen,  welche 
auf  entgegengesetzten  Seiten  unendlich  nahe  an  ilir  liegen  und  auf 
ihren  Normalen  resp.  die  unendlich  kleinen  Abschnitte  p  =rTr  —  z 
und  j)  --  -\-  z  hervorbringen.  Da  die  Normale  n  immer  nach  dem 
Innern  des  Raumes  8  gezogen  wird,  so  hat  man  auf  der  positiven 
Seite  der  Unstetigkeitsfläche  7i  ^^  p  und  auf  der  negativen  Seite 
??.  =  — p.  Die  Function  .s  ändert  sich  stetig,  wenn  der  Punkt 
(ic,  y,  z)  durch  die  Unstetigkeitsfläche  hindurchgeht.  Für  zwei 
Punkte,  die  auf  der  negativen  und  auf  der  positiven  Seite  der- 
selben Normale  unendlich  nahe  an  der  Fläche  liegen,  hat  also  s 
zwei  Werthe,  die  von  dem  Werthe  in  dem  Fusspunkte  der  Normale 
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nur  unendlicli  wenig  verschieden  sind.  Das  Oberflächen-Integral, 
welches  über  die  beiden  Hüllen  einer  Unstetigkeitsfläche  erstreckt 
werden  soll,  ist  demnach  so  zu  schreiben: 


do.i 


[^a:+^):^K.,+"):;:+K;.+^)l, 


Als  Beitrag  zu  der  Gleichung  (5)  ist  dieses  Integral  einmal  über 
alle  Unstetigkeitsflächen  zu  erstrecken.  Damit  es  den  VVerth  Null 
erhalte,  hat  man  für  jeden  Punkt  (x,  ?/,  z)  in  allen  Unstetigkeits- 
flächen gleich  Null  zu  setzen,  was  unter  dem  letzten  Integral  mit 
s  da  multiplicirt  ist.  Dies  liefert  die  Bedingungsgleichung 
(3)  des  vorigen  Paragraphen. 

Da  nun  unter  allen  zulässigen  Functionen  v  mindestens  eine  das 
Integral  (1)  zu  einem  Minimum  macht,  so  erfüllt  diese  eine  Func- 
tion V  die  Bedingungen  (1),  (2),  (3)  des  vorigen  Paragraphen. 
Es  lässt  sich  noch  zeigen,  dass,  abgesehen  von  einer  additiven  Con- 
stanten, diese  Function  V  die  einzige  Lösung  der  Aufgabe  ist.  An- 
genommen, es  gäbe  ausser  F  noch  eine  andere  Function  F-j-s, 
welche  das  Integral  (1)  ebenfalls  zu  einem  Minimum  macht,  so 
würde  die  Bedingung  dafür  lauten: 
■(6)  Q(F-f  s)  <  £>(F+As), 

wenn  jetzt  unter  h  eine  Constante  verstanden  wird,  die  unendlicli 
nahe  an  1  liegt.  Beachtet  man  aber,  dass  die  Function  V  der 
Gleichung  (4)  Genüge  leistet,  so  ergibt  sich: 


und 


Folglich  geht  die  Bedingung  (6)  in  folgende  Form  über: 

Man  darf  aber  die  Constante  A'^,  welche  unendlich  nahe  an  1 
liegen  soll,  nicht  bloss  grösser,  sondern  auch  kleiner  als  1  nehmen. 
Die  Bedingung  (7)   lässt   sich  deshalb  nur  dadurch  erfüllen,  dass 
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das  Integral    den  Wertli  Null   erhält.     Um  das  zu  erreichen ,    hat 
man  für  jeden  Punkt  im  Innern  des  Leiters 

d.  h.  s  ^=:  coust.  zu  setzen.  \ 

Es  gibt  also  immer  eine  Function  F,  welche  den  Bedingungs- 
gleichungen  (1),  (2),  (3)  des  vorigen  Paragraphen  Genüge  leistet 
und  zu  beiden  Seiten  jeder  inneren  Unstetigkeitsfiäche  Wertlie  von 
gegebener  Differenz  besitzt.  Jede  andere  Function,  die  dies  auch 
thut,  unterscheidet  sich  von  jener  nur  durch  eine  additive  Con- 
stante. 

Der  Werth  der  additiven  constanten  Grösse  lässt  sich  aus  den 
gegebenen  scheidenden  Kräften  nicht  bestimmen.  Ist  ein  Punkt 
der  Leiteroberfiäche  mit  der  Erde  durch  einen  unendlich  dünnen 
Draht  in  Verbindung  gesetzt,  so  ist  in  diesem  Punkte  V  -^0.  Ist 
dagegen  der.  Leiter  vollständig  isolirt,  so  ist  die  algebraische  Summe 
der  Elektricitätsmengen  constant,  und  zwar  gleich  Null,  wenn  ur- 
sprünglich keine  freie  Elektricität  voi'handen  war.  In  beiden  Fällen 
gibt  dies  eine  Nebenbedingung  zur  Bestimmung  der  additiven  Con- 
stanten. 

Nachdem  die  Function  V  für  das  Innere  und  die  Oberfläche 
des  Leiters  bestimmt  ist,  kommt  es  noch  darauf  an,  sie  in  den 
äusseren  Raum  hinein  stetig  so  fortzusetzen,  dass  sie  dort 
für  jeden  Punkt  die  LaplaCe'sche  Gleichung 

3^7      y-^F     -b^v  _ 

erfülle  und  dass  sie  in  unendlicher  Entfernung  gleich  Null  sei. 
Es  ist  früher  schon  (§.  34)  gezeigt,  dass  diese  Fortsetzung  der 
Function  F  immer  und  nur  auf  eine  Weise  existirt.  Zu  ihrer  Er- 
mittlung ist  der  Green' sehe  Satz  in  Anwendung  zu  bringen  (§.21). 
Ist  die  Function  V  für  jeden  Punkt  im  ganzen  unendlichen 
Ilaume  bekannt,  so  findet  sich  die  Dichtigkeit  der  freien  Elektri- 
cität im  Innern  des  Leiters  nach  der  Formel  (6)  und  in  der  Ober- 
fläche nach  der  Formel  (7)  des  §.  45.  Wenn  in  einem  Theile  des 
Leiters  k  =  const.  und  H  =^  H  =  Z  =^  0  ist,  so  geht  hier  die 
Gleichung  (1)  des  vorigen  Paragraphen  über  in: 
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d.  h.  es  ist  ciaiin  in  diesem  Tlieile  des  Leiters  die  Dichtigkeit  der 
Elektricität  gleich  Null. 

§.  59. 
Die  von  der  bewegten  Elektricität  geleistete  Arbeit. 

Wir  ^vüllell  noch  iiiitersucheii ,  welche  BedeutiiDg  das  Inte- 
gral (1)  des  vorigen  Paragraphen  in  dem  Falle  hat,  dass  sein 
Werth  ein  Minimum  ist.     Dasselbe  lautet: 

Die  Function  V,  welche  den  Minimalwerth  zu  Stande  bringt,  ist 
bewiesenermaassen  die  Potentialfunction  der  freien  Elektricität. 
Folglich  gelten  die  Gleichungen  (§.  57): 


""'^   =   "3^    '    - 


SF    .    ,, 

(2)  io  i,  =  -^y  H-  H, 

mit  deren  Hülfe  der  Ausdruck  (1)  sich  schreiben  lässt: 

oder  auch: 

(4)  Cio  (II  4-  il  +  H)  '^^ 
oder  endlich: 

(5)  1  dS  .  10  P. 

Die   mechanische    Bedeutung   dieser  Ausdrücke   ist   leicht   zu 
erkennen.     Wegen   der  Gleichungen  (5)  des  §.  54  kann  man  statt 

(3)  auch  schreiben: 

Die  Summirung  bezieht   si(;h   auf  alle   elektrischen  Theilchen  des 
ganzen  Leiters.     Bezeichnet  man   mit  A   die   zur  Zeit  t  von   der 


232  Fünfter  Abschnitt.     §.  60. 

bewegten    Elektricität   geleistete    Arbeit,    so   ist   der   Ausdruck  (6) 

clÄ 

nichts  anderes  als  — ,--•    Wir  haben  also: 

dt 

(7)  CdS .  IV  P        "^^^ 


dt 


§.  60. 
Besonderer  Fall:     Die  Scheidung  findet  nur  in  einer  unendlich  dünnen 

Schicht  statt. 

Es  Süll  nun  der  besondere  Fall  behandelt  werden,  dass  die 
elektromotorischen  Kräfte  e  H,  s  H,  £  Z  nur  in  einer  unendlich  dünnen 
Schicht  auftreten,  z.  B.  an  der  Berührungsfläche  von  zwei  hetero- 
genen Bestandtheilen  des  Leiters.  In  diesem  Falle  lässt.sich  die 
Bedingung,  der  V  im  Innern  des  Leitersystems  genügen  muss, 
noch  transformiren.    Diese  Bedingung  lautet  so,  dass  das  Integral 

über  das  ganze  Leitersystem  ausgedehnt,  ein  Minimum  sein  muss, 
und  wenn  dieselbe  erfüllt  ist,  so  hat  das  Integral  (1)  den  Werth: 


(^) 


CdS 


w  %' 


Es  gibt  nun  zwar  unendlich  viele  Functionen  F,  welche  die 
Bedingung  erfüllen.  Aber  je  zwei  von  ihnen  haben  überall  im  Innern 
des  Leiters  eine  constante  Differenz.  In  Folge  dessen  bringen  sie  alle 
einen  und  denselben  Minimalwerth  (2)  des  Integrals  (1)  zu  Staude. 
Von   diesem  Minimalwerthe  wird  man  einen  abweichenden  Werth 

erhalten,  wenn  man  für  ^— ,   - — ,   -— -  überall   Null   setzt.     Da 

ox        dy         dz 

aber  nur  ein  Minimalwerth  des  Integrals  (1)  vorhanden  ist,  so 
muss  jeder  abweichende  Werth  grösser  ausfallen  als  der  wahre 
Minimalwerth  (2).    D.  h.  wir  haben  die  Ungleichung: 

(3)  rÄ;(E2  -f  H2  _j_  j^iyas  >  CdS  .  lo  i\ 

Nun  sind  aber  nach  der  Voraussetzung  die  Componenten 
H,  H,  Z  nur  in  einer  unendlich  dünnen  Schicht  von  Null  verschieden. 
Aus  der  linken  Seite  von  (3)  fallen  also  alle  Beiträge  heraus,  welche 
zu  Raumelementen  ausserhalb  jener  Schicht  gehören.  Für  das  In- 
tegral , 
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/ 


Ä;(E2  4-H2  -{-7^)dS 

bleibt  deshalb  nur  ein  Integrationsgebiet  übrig,  welches  unendlich 
klein  ist  im  Vergleich  zu  dem  Räume,  über  welchen  das  Integral 
(2)  zu  erstrecken  ist.  Daraus  folgt,  dass  die  Ungleichung  (3)  nicht 
anders  erfüllt  werden  kann,  als  wenn  der  Werth,  welchen  E^-j-H^-h'^^ 
in  der  Grenzschicht  besitzt,  unendlich  gross  ist  im  Vergleich  zu 
i2.  Für  diese  Schicht  gehen  demnach  die  Gleichungen  (2)  des 
vorigen  Paragraphen  in  folgende  über: 
~  SF_  _  __. 
Ix    ~  '     ■^' 

In  irgend  einem  Punkte  der  Fläche,  welche  die  beiden  hete- 
rogenen Leiterbestandtheile  trennt,  errichten  wir  nach  beiden  Seiten 
die  Normale  und  zählen  auf  derselben  die  von  dem  Fusspunkte 
aus  genommenen  Abstände  p  nach  der  einen  Seite  positiv,  nach 
der  anderen  negativ.  Auf  der  negativen  und  auf  der  positiven 
Normale  wählen  wir  je  einen  Punkt  unendlich  nahe  an  der  Tren- 
nungsÜäche.    Der  erste  habe  die  Coordinaten  x',  ?/,  2,  dann  hat  der 

andere  die  Coordinaten  x-\ dp,  v-\-~  dp.  z-\-  -^dp.  und  es  ist 

dj[)  ihr  Abstand  von  einander.    Multipliciren  wir  auf  beiden  Seiten 

der  Gleichungen  (^4)  resp.  mit  ~~-dp,  ~^  dp,  ^  dp  und  addiren, 
so  ergibt  sich  F  F  F 

(5)        k,„-k.,^--(e|+h|  +  z|)4>. 

Dabei  sind  mit  F_o  und  V^o  die  Werthe  der  Function  V  in  jenen 
beiden  der  Trennungsfläche  unendlich  nahe  gelegenen  Punkten  be- 
zeichnet. Die  Differenz  dieser  Werthe  ist  endlich  und  für  jeden 
Punkt  der  Trennungsfläche  bekannt,  da  E,  H,  Z  überall  in  der  un- 
endlich dünnen  Grenzschicht  gegeben  sind.  Hier  trifit  also  die 
Voraussetzung  des  §.  58  zu,  dass  die  Differenz  der  Werthe  von  V 
für  je  zwei  Punkte  gegeben  ist,  welche  unendlich  nahe  an  ein- 
ander auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Unstetigkeitsfläche  liegen. 
Ausserhalb  der  Grenzschicht  ändert  die  Function  V  in  dem  übrigen 
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von  dem  Leitersystem  erfüllten  Räume  sicli  stetig.  In  diesem  übrigen 
Räume  ist  H  ;=  H  ^  Z  ==^  0.  Folglich  lautet  die  Bedingung  für  V 
jetzt  einfacher: 

wenn    F_^ü  —  ^-o  für  die  Treniuingsfläche  gegeben. 

Hat  man  V  für  das  Innere  des  Leiters  bestimmt,  so  finden 
sich  die  specitisclien  Stromintensitäten  in  der  Richtung  der  Coor- 
dinatenaxen  aus  den  Gleichungen: 

ly 

Diesen  Fall  hat  zuerst  Ohm*)  behandelt.  Er  nannte  die 
Function  V  die  Spannung.  Ueber  die  Bedeutung  dieser  Function 
war  er  aber  im  Irrthum.  Er  glaubte,  sie  drücke  die  Dichtigkeit 
der  Elektricität  aus. 

Die  Differenz  der  Spannungen  F+o —  F_()  zu  beiden  Seiten 
der  Grenzfläche  zweier  heterogenen  Leiterbestandtheile  hängt  von 
der  Natur  dieser  beiden  Bestandtheile  ab.  Ist  die  Spannungsdiffe- 
renz für  die  Grenzfläche  (oder  wenn  ihrer  mehrere  vorhanden  sind, 
für  jede  derselben)  bekannt,  so  ist  durch  die  Bedingung  (G)  die 
Function  V  bis  auf  eine  additive  Constante  eindeutig  bestimmt. 
Wie  der  Werth  dieser  Constante  zu  ermitteln  und  wie  die  Func- 
tion V  nur  in  einer  Weise  stetig  in  den  äusseren  Raum  sich  fort- 
setzt, ist  in  §.  58  bereits  erörtert, 

§.  61. 
Weitere  Specialisirung:     Drahtförmiger  Leiter.     Das  Ohm'sche  Gesetz. 

Ein  Theil  des  Leitersystems  sei  drahtförmig.  Unter  einem 
Draht  verstehen  wir  einen  Körper,  in  dessen  Innern  eine  stetig  ver- 
laufende Linie  (die  Axe)  sich  so  ziehen  lässt,  dass  jeder  normal 
zu  ihr  gelegte  ebene  Querschnitt  q  verschwindend  kleine  Dimensionen 
hat   im  Vergleich   zu   der  Länge   der  Axe.     Auf  der  Axe  soll  der 


*)  Ohm,G.  S.  Die  galvaiiisclie  Kette,  mathematisch  behandelt.  Berlin  1827. 
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von  ihrem  Anfangspunkte  bis  zu  einem  unbestimmten  Punkte  hin 
durchlaufene  Bogen  mit  s  bezeichnet  werden.  Der  Querschnitt  q 
braucht  zwar  nicht  überall  derselbe  zu  sein.  Doch  setzen  wir  fest, 
dass  bei  einer  stetigen  Aenderung  von  s  auch  die  Aenderungen 
des  Querschnittes  nur  stetig  vor  sich  gehen,  so  dass  man  an  jeder 
Stelle  zwei  Querschnitte  einander  hinreichend  nahe  legen  kann,  die 
von  einander  und  von  allen  zwischenliegenden  Querschnitten  nur  un- 
endlich wenig  abweichen.  Zwischen  je  zwei  solchen  Querschnitten 
kann  der  Draht  als  ein  Cylinder  von  beliebig  gestaltetem,  aber 
unverändertem  Querschnitt  angesehen  werden. 

Wir  betrachten  zunächst  nur  einen  solchen  Cylinder  an  einer 
beliebigen  Stelle  des  Drahtes.  Die  Axc  dieses  Cylinders  soll  zu 
den  Dimensionen  des  Querschnittes  q  in  endlichem  A'erhältnis  stehen. 
Wir  dürfen  sie  deshalb  als  geradlinig  ansehen  und  legen  in  sie 
die  Axe  der  x  des  rechtwinkligen  Coordinatensystems.  Die  nor- 
malen Querschnitte  sind  also  zur  j/z-YAitme  parallel.  Da  die  Di- 
mensionen jedes  Querschnittes  unendlich  klein  sind,  so  dürfen  wir 
die  Strömung  in  seiner  Ebene  vernachlässigen  im  Vergleich  zu  der 
Strömung,  die  normal  gegen  diese  Ebene  gerichtet  ist.  D.  h.  wir 
dürfen  in  jeder  Richtung,  die  in  die  p]bene  eines  Quer- 
schnittes fällt,  die  specifische  Stromintensität  gleich 
Null  setzen: 

(1)  L,  =  0,     i,  =  0, 

Eerner  dürfen  wir  in  einem  und  demselben  Querschnitt  jede 
der  Componenten  H,  H,  Z  und  den  specifischen  Widerstand  w  con- 
stant  nehmen.     Nun  folgt  aber  aus  (1)  und  aus  den  Gleichungen 

(2)  des  §.  5ü : 

d.  h.  für  jeden  Punkt  innerhalb  desselben  Querschnittes: 

V  =  -Ry-Zz-}-f{x). 
Da  aber  in  jedem  Querschnitt  y  und  z  unendlich   klein   sind,   so 
hat  man  kürzer 

F  =  /(a:). 

Die  erste  der  Gleichungen  (2)  des  §.59  gibt  hiernach: 
(2)  ^.^\   =/(a-)-f  H. 

Nun  ist  /'  (x)  nur  von  x  abhängig,  und  ebenso  hat  nach  der  Vor- 
aussetzung H   in  allen  Punkten  desselben  Querschnittes  denselben 
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Werth,  Folglich  ist  für  einen  und  denselben  Querschnitt 
die  normal  gegen  ihn  gerichtete  speci fische  Strom- 
intensität  in  allen  seinen  Punkten  constant. 

Nach  dieser  Vorbereitung  betrachten  wir  den  drahtförniigen 
Leiter  in  seiner  ganzen  Ausdehnung.  Wir  legen  normal  gegen  die 
Axe  einen  Querschnitt  5-,  der  auf  jener  die  PjOgenlänge  s  abschneidet. 
Ein  Flächenelement  des  Querschnittes  ist  dq.  Dasselbe  soll  als 
Basis  eines  Raumelementes  angesehen  werden,  dessen  Höhe  ds  ist. 
Das  Volumen  dieses  Raumelementes  ist  demnach: 

dS  =  dq  ds. 

Bezeichnen  wir  nun  wieder  mit  A  die  zur  Zeit  t  von  der  be- 
wegten Elektricität  geleistete  Arbeit,  so  haben  wir  nach  §.  50, 
Gleichung  (7): 

(3)  ",—  =  I     j  dqdsiüi"^   =  I     j  dq  ds  i  (~ 1- lU. 

Hier  ist  V  die  Potentialfunction  der  freien  Elektricität  und 
n  die  in  der  Richtung  von  s  genommene  Comi)onente  der  elek- 
tromotorischen Kraft. 

Nach  der  Erklärung  der  specifischen  Stromintensität 
ist  idqdt  die  algebraische  Summe  der  p]lektricitätsmengen,  welche 
im  Zeitelement  dt  an  der  Stelle  s  von  der  negativen  zur  positiven 
Seite  des  Querschnittes  dq  übergehen,  vermindert  um  die  algebrai- 
sche Summe  derjenigen  Mengen,  welche  in  demselben  Zeitelement 
an  derselben  Stelle  in  entgegengesetzter  Richtung  hindurchgehen. 
Für   den   ganzen  Querschnitt   q  beträgt  die  betrefl'ende  Differenz: 

i  q  dt, 
die  wir  mit  J  dt  bezeichnen  wollen.     Es  ist  also : 

(4)  J  --^   iq. 

Wir  nennen  J  die  S t r  0 m i n t e n s i t ä t  an  der  Stelle  des  Quer- 
schnittes q.  Die  Axe,  auf  welcher  der  Bogen  s  gezählt  wird, 
liegt  normal  gegen  alle  Querschnitte.  Deshalb  lassen  wir  für  jeden 
Querschnitt  die  positive  Normale  mit  der  Richtung  des 
wachsenden  Bogens  s  zusammenfallen.  Da  wir  nun  voraus- 
setzen, dass  keine  Ansammlung  von  freier  Elektricität  mehr  statt- 
findet, vielmehr  ein  Beharrungszustand  eingetreten  ist,  so  muss  J 
an  allen  Stellen  des  Drahtes  denselben  Werth  haben,  oder  —  was 
dasselbe  sagt,  —  es  ist  J  von  s  unabhängig.  Die  Gleichung  (3) 
geht  über  in  folgende: 
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dA 
~dt 


=J.;..,=p(-^^  +  n).. 


und   diese   kann   iiacli   der   zuletzt   über  J  gemachten  Bemerkung 
auch  so  geschrieben  werden : 


Wir  setzen 


/ 


..  ^^   =   W, 


f 


Uds  =  E 


und  nennen  W  den  Widerstand  des  drahtförmigcn  Leiters,  E 
den  Integralwerth  der  elektromotorischen  Kraft.  Be- 
zeichnen wir  mit  V^  und  resp,  V^  die  Werthe,  welche  die  Func- 
tion V  im- Anfangs-  und  resp.  im  Endpunkte  des  drahtförmigcn 
Leiters  besitzt,  so  gelit  aus  Gleichung  (5)  hervor: 

(ö)  ^  =  J'-  ^^'=  \1'^  +  {V2~V,)\.J. 

Bei  einem  in  sich  zurücklaufenden  drahtförmigcn  Leiter  ist 
V^  =  V^.    Folglich  ergibt  sich  hier: 

(7)  ^  ^  J^  ,  W  =  E .  J 

^  '  dt 

und  es  ist  deshalb  in  einem  geschlossenen  linearen  Strome: 

(8)  -^  =  #• 

Der  in  dieserGleichung  ausgesprochene  Zusammenhang  zwischen 
der  Stromintensitüt,  dem  Widerstände  und  dem  Integralwerth  der 
elektromotorischen  Kraft  wird  das  Ohm 'sehe  Gesetz  genannt. 

§.  62. 
Fortsetzung:    Verzweigte  Drähte. 

Ist  das  Leitersystem  aus  beliebigen  drahtförmigcn  Zweigen 
zusammengesetzt,  so  wenden  wir  die  Gleichung  (6)  des  vorigen 
Paragraphen  auf  jeden  Theil  zwischen  zwei  Knotenpunkten  an. 
Die  Knotenpunkte  seien  numerirt.  Der  W^erth,  welchen  die  Func- 
tion  F  in  irgend  einem  derselben  hat,  werde  dadurch  bezeichnet, 
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dass   die  Nummer   des  Punktes   bei   V  als  Index  angehängt  wird. 

Bei  J,  E  und   W  sollen  zwei  Indices  angebracht  werden,  die  resp. 

den  Anfangs-  und  den  Endpunkt  des 
Zweiges  angeben,  welcliem  die  Werthe 
von  J,  E  und  W  angehören.  Dann  ist 
allgemein 

'Jh,  1:    =    Jl;  h  i 

Die  Anzahl  der  unverzweigten  Bestand- 
theile  des  Leitersystems  sei  m,  die  An- 
zahl der  Knotenpunkte  n.    Dann  haben 
wir  zunächst  w  Gleichungen  von  der  Form: 

(1)  Ju,,W\,  =  F,-  V.Jr^k,^- 

Ausserdem  ist  noch  auszudrücken,  dass  in  keinem  Knotenpunkt 
eine  Ansammlung  von  Elektricität  stattfindet.  Eh  muss  also  zu 
jeder  Zeit  die  im  nächsten  Zeitelement  dt  in  den  Knotenpunkt 
eintretende  Elektricitätsmenge  ebenso  gross  sein,  wie  die  während 
desselben  Zeitelementes  aus  ihm  austretende  Elektricitätsmenge. 
Oder,  mit  anderen  Worten,  die  algebraische  Summe  der  Strom- 
intensitäten in  allen  von  dem  Knotenpunkte  ausgehenden  Zweigen, 
überall  in  der  Richtung  von  dem  Knotenpunkte  weg,  muss  gleich 
Null  sein.  Gehen  z.  B.  von  dem  Knotenpunkte  1  nur  die  Zweige 
1,  2;    1,  3;    1,  4  aus  und  keine  anderen,  so  hat  man: 

(2)  Jl,2  4-  «^,3  -4-  ^1,4    =    0. 

Von  dieser  Form  sind  n  Gleichungen  vorhanden.  Eine  von  ihnen 
ist  aber  eine  identische  Folge  der  n  —  1  übrigen.  Denn  vermöge 
der  Relation  Jn,  k  =  —  -A-,  h  erhält  man  identisch  0  =  0,  wenn  man 
die  sämmtlichen  Gleichungen  (2)  durch  Addition  zusammenfasst. 
Die  Werthe  von  E  und  W  sind  für  jeden  Zweig  des  Leiter- 
systems bekannt.  Dagegen  sind  V  und  J  unbekannt.  Die  Anzahl 
dieser  Unbekannten  ist  m-\-n.  Da  nun  die  Anzahl  der  von  ein- 
ander unabhängigen  linearen  Gleichungen  (1)  und  (2)  gleich 
m -\~  n  —  1  ist,  so  kann  man  aus  ihnen  jene  Unbekannten  ein- 
deutig berechnen,  wenn  eine  von  ihnen,  z.  1).  Fj,  bekannt  ist.  In 
der  That  kann  in  der  Function  F  eine  additive  Constante  von 
willkürlichem  Werthe  vorkommen,  ohne  dass  die  Differenzen  in 
(1)  sich  ändern. 
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§•    03. 

Die  Arbeit  in  dem  besonderen  Falle  des  §.  60. 

Wir  kehren  zu  der  Untersuclmng  der  §§.  57.  08,  und  59  zu- 
rück unter  der  besonderen  Voraussetzung  des  §.  60,  dass  neralich 
die  elektromotorischen  Kräfte  s  Z,  sH.  sZ  nur  in  der  unendlich 
dünnen  Grenzschiclit  an  der  Berührungsstelle  von  zwei  heterogenen 
Bestandtheilen  des  Leiters  auftreten.  Unter  dieser  Voraussetzung 
geht  die  Gleichung  (7)  des  §.  59  in  folgende  über: 

(>)    4f  ==///{''  ^  + ''  ^f  +  '■'  T^} '''"  "^y  ^'- 

Hier  ist  dx  dy  dz  ein  Raumelement  im  Innern  des  Leiters ,  und 
die  Integration  ist  über  den  ganzen  von  dem  Leiter  ausgefüllten 
Raum  zu  erstrecken.  Nun  haben  wir  aber  die  identischen  Gleichungen : 

^  ^y  ^y  ^y 

^   2iz  ÖS  <>z 

Danach  lässt  die  Gleichung  (1)  sich  transformiren.    Wir  erhalten: 

In  dieser  Gleichung  erstreckt  sich  das  erste  Integral  auf  den  ganzen 
von  dem  Leiter  erfüllten  Raum,  das  zweite  auf  seine  gesammte 
Oberfläche,  d,  h.  auf  die  isolirte  freie  Oberfläche  und  auf  die 
Hüllen  der  Unstetigkeitsflächen.  Diese  Unstetigkoitsflächen  sind 
hier  die  Flächen,  in  denen  je  zwei  heterogene  Leiterbestandtheile 
an  einander  stossen.  Mit  n  ist  die  auf  dem  Flächenelement  da 
nach  dem  Innern  des  Leiters  gezogene  Normale  bezeichnet. 

Für  den  Beharrungszustand,  den  wir  voraussetzen,  ist  im  Innern 
des  Leiters  an  jeder  Stelle: 

(3)  ■  ^1       ,     ^2_     ,     Ü3_    _    0  . 

^  ^  7)x   ^  ly    ^    iz 
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und  an  jeder  Stelle  der  isolirten  freien  Oberfläche: 

(4)  ;,^  +  i,^2'-  +  ,-,i^  =  0. 

^  ^  '   ^»^     '      "^    Sw     '      ■'    2)01 

Folglich  bleibt  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (2)  nur  noch 
das  Oberflächen-Integral,  erstreckt  über  beide  Seiten  jeder  Un- 
stetigkeitsfläche,  übrig: 

/^v  dÄ  r   1  TT  /  ■         ^X  1         .  ^V  I         •  ^^ 


-f'^H^'^+'^^+^:'^y 


Wir  nehmen  in  irgend  einer  Unstetigkeitsfläche  ein  Flächenelement 
da,  errichten  in  einem  Punkte  desselben  die  Normale  nach  beiden 
Seiten  und  zählen  auf  ihr  von  dem  Fusspunkto  aus  den  Abstand 
p  positiv  nach  der  einen,  negativ  nach  der  anderen  Seite.  Dann 
ist  auf  der  Seite  der  positiven  Normale  n  =  p  und  auf  der  Seite 
der  negativen  Normale  n  =  — p.  Folglich  lässt  sich  statt  der 
Gleichung  (5)  auch  schreiben : 

(6) 


+  '^  ^^)1 


dÄ  [     ^      \       l      \'    ^p      '      '    ^p      '      -'    ip  /4~+o 


dt  I        '1       Tt//.-     ^^    1    ;    l^_i_y      ^^ 

^p   "^2  -^p   -r'a^p 


Hier  ist  die  Integration  über  jede  Unstetigkeitsfläche  nur  einmal 
zu  erstrecken.  Nehmen  wir  aber  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (3) 
des  §.  57,  so  ergibt  sich  sofort : 

\  ^    2p    ^    ^    ^p    ^    ^    Ip  /^=-H) 
und  danach  erhält  man  statt  (6)  einfacher: 

W  -sr  =  -  j '''  (''+« -  ^-»H'-.  ii  + '-  if  +  '^  ^y 

Auch  hier  ist  die  Integration  über  jede  Unstetigkeitsfläche  nur  ein- 
mal zu  erstrecken.  Setzen  wir  nun  speciell  voraus,  dass  in  allen 
Punkten  einer  und  derselben  Unstetigkeitsfläche  die  Resulti- 
rende  der  elektromotorischen  Kräfte  sE,  s  II,  sZ 
CO n staut  und  normal  zur  Fläche  gerichtet  sei,  so  ist 
für  jede  einzelne  dieser  Flächen  die  Spannungsdiff"erenz 
F+o  —  T^-o  =  consf., 


Dio  Arbeit  in  dem  besonderen  Falle  des  §.  60. 


241 


es  ist  ferner  für  irgend  eine  Unstetigkeitsfläche 


jrfo(i,| 


+»-:.i^)--^- 


Fig.  35. 


wobei  J  die  Stromintensität  in  der  Richtung  der  wachsenden  p 
vorstellt,  also  J  dt  die  Elektricitätsmenge  ist,  welche  in  dem  Zeit- 
element dt  durch  die  Unstetigkeitsfläche  in  der  angegebenen  Rich- 
tung hindurchgelit.  Hiernach  vereinfacht  sicli  die  Gleichung  {!) 
zu  der  folgenden: 

(8)  4f  ^-S^^^+"-^-<^^' 

in    welcher    das    Zeichen   V^    bedeuten    soll,    dass    das    Product 

J  [Vj^o  —  F^o)  für  jede  Unstetigkeitsfläche  gebildet,  und  dass  die 
sämmtlichen  Producte  summirt  werden  sollen. 

Wir  legen  durch  den  Leiter  zwei  Schnittflächen  o,  und  a,^, 
welche  aus  demselben  ein  vollständig  begrenztes  Stück  heraus- 
schneiden.   Die  Fläche  a,  soll  einfach  zusammenhängend  sein.    Ihre 

Begrenzung  soll  aus  einer  einzigen 
in  sicli  zurücklaufenden  und  sich 
sel])st  nicht  durchschneidenden  Linie 
bestehen,  die  zugleich  in  der  freien 
Oberfläche  des  Leiters  liegt.  Dasselbe 
soll  für  0  2  gelten  (Fig.  35).  Ferner 
sollen  Oj  und  o^  Niveauflächen  der 
Potentialfunction  sein,  d.  h.  die  Po- 
tentialfunction  soll  in  allen  Punkten 
von  o^  denselben  constanten  Werth 
F|  und  in  allen  Punkten  von  a.^  den- 
selben constanten  Werth  V^  haben. 
Es  handelt  sich  darum,    '7,"    für  das  zwischen  a,  und  q.^  liegende 

Stück  des  I^eiters  zu  berechnen.  Hier  ist  das  Integral  (1)  über 
eben  dieses  Stück  des  Leiters  zu  erstrecken,  und  in  gleicher  W^eise 
das  Raum-Integral  in  (2).  Das  Oberflächen-Integral  in  (2)  ist  da- 
gegen auszudehnen  über  die  isolirte  freie  Oberfläche  zwischen  den 
Begrenzungslinien  von  Oj  und  05,  ferner  über  o^  und  o.^  und  über 
die  Umhüllungen  der  in  dem  Leiterstück  etwa  vorhandenen  Un- 
stetigkeitsfiächen.  Das  Raum-Integral  in  (2)  ist  wieder  gleich  Null. 
Ebenso  das  über  die  isolirte  freie  Oberfläche  erstreckte  Oberflächen- 


dA 
dt 


Schwere,  Klektricität  u.  Magiietiüiuus. 


IG 
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Integral.  Für  die  Umhüllungen  der  Unstetigkeitsfläclien  gelten  die 
in  den  Gleichungen  (5),  (ü),  (7),  (8)  entlialtenen  Transformationen, 
Von  den  ünstetigkeitsflächen  rührt  also  für  das  zu  berechnende 
Integral  (1)  ein  Beitrag 

-2J(F+o-F_o) 
her,  in  welchem  die  Summirung  sich  nur  auf  die  in  dem  Leiter- 
stück  vorhandenen  ünstetigkeitsflächen   bezieht.     Es  bleiben  noch 
die    über   Oj   und  a^   auszudehnenden  Oberüächen- Integrale  übrig. 
Diese  können,  da   V^   und    F.,   constant  sind,  geschrieben  werden: 

+  ^\{i^'  V  +  '■'  i>p'  + ''  v)  *^- 

Dabei  ist  die  Richtung  der  positiven  p  so  gelegt,  dass  sie  von  a, 
in  das  Leiterstück  hineinfülirt,  von  Oj  dagegen  aus  demselben 
heraus.    Nun  ist 

die  Elektricitätsmenge ,  welche  in  dem  Zeitek^ment  df  durch  die 
Fläche  Oj   in  das  Leitersystem  einströmt,  dagegen 

die  Elektricitätsmenge,  welche  in  demselben  Zeitelement  durch  02 
austritt.    Beide  Mengen  sind  einander  gleich.     Wir  erhalten  also: 

(9)  4f  =  -^^  (^2-  F,)-5]j(F+o-  F_o). 

Hier  bezieht  sich  die  Summirung  auf  die  Producte  J  (V^o —  F._ü) 
für  alle  innerhalb  des  LeiterstückesbeliiidlichenUnstetigkeitsflächen.*) 

§.  04. 
Erwärmung  des  Leiters.    Gesetz  von  Joule. 

Die  elektromotorischen  Kräfte  bringen  ausser  dem  galvanischen 
Strom  noch  eine  andere  Wirkung  hervor,  nemlich  eine  Erwärmung 

*)  lieber  den  Inhalt  der  §§.  f)7,  M,  f)!»,  60,  03  vergloicho  man:  Kiichhol'f, 
über  die  Anwendbarkeit  der  Forniehi  für  die  Intensitäten  der  galvanischen 
Ströme  in  einem  Systeme  linearer  Leiter  auf  Systeme,  die  znm  Theil  aus  nicht 
linearen  Leitern  bestehen.     Poggendorff,  Annalen.   Bd.  75.    S.  189. 
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des  Leiters.  Die  mechanische  Wärmetheorie  stellt  den  Satz  auf, 
dass  die  mechanische  Kraft  eines  Systems  das  Maass  der  darin 
enthaltenen  Wärmemenge  ist.  Wir  bezeichnen  mit  P  das  Potential 
aller  zwischen  den  Bestandtheilen  des  Systems  auftretenden  An- 
ziehungs-  und  Abstossungskräfte.     Dann  ist  (§.  37) 

1 


s 


„    m  v^  —  P 


der  Ausdruck  für  die  mechanische  Kraft.  Sind  ausser  jenen  An- 
ziehungs-  und  Abstossungskräften  keine  anderen  Kräfte  wirksam, 
so  hat  man  nach  §.  37,  Gleichung  (2) 

(1)  2^^    mi;2  ^  p  =   Const. 

In  diesem  Falle  ist  also  die  mechanische  Kraft  des  Systems  un- 
veränderlich und  folglich  auch  die  in  dem  System  vorhandene 
Wärmemenge  constant.  Treten  aber  ausser  jenen  inneren  An- 
zieliungs-  und  Abstossungskräften  noch  andere,  äussere  Kräfte  auf, 
deren  Componenten  im  Punkte  (x,  y^  2)  mit  X,  F,  Z  bezeichnet 
werden  mögen,  so  lautet  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  leben- 
digen Kraft  jetzt  so: 

(2)5]  I  » .^  -  P-S /i(xf  -  +  rf  +  .  A),,  ^  o,«.. 

0 

Folglich  ist  in  diesem  Falle  die  mechanische  Kraft  des  Systems 

(3)  ^-L„»„2_p 


0 

und  sie  hat  in  der  Zeit  von  ^  =^  0  bis  t  zugenommen  um  di(!  von 
den  äusseren  Kräften  während  derselben  Zeit  geleistete  Arbeit. 
Die  in  dem  System  vorhandene  Wärmemenge  hat  also  nach  dem 
eben  citirten  Satze  der  mechanischen  Wärnietheorie  sich  vermehrt 
um  ein  Quantum,  welches  jener  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  pro- 
portional ist. 

Soll   dies    auf  den   vorliegenden    Fall   angewandt   werden,    so 
haben  wir 

16* 
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X 


w  l' 


zu  setzen.  Von  diesen  Kräften  wird  nach  §.  59  in  dem  Zeitelement 
dt  die  Arbeit  geleistet 

(4)  dA  =  dt .  \  dS . 

und  folglich  ist  der  in  demselben  Zeiteleraent  dl  zu  Stande  ge- 
kommene Wärmezuwachs  dieser  Grösse  proportional. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  die  äusseren  elektromotorischen 
Kräfte  s  H ,  s  H ,  £  Z  nur  an  den  Berührungsstellen  von  je  zwei 
heterogenen  Leiterbestandtheilen  auftreten,  und  dass  ihre  Resul- 
tircnde  für  alle  Punkte  derselben  Unstetigkeitsfläche  constant  und 
normal  zu  ihr  gerichtet  ist,  gelten  für  dA  die  Umformungen  des 
vorigen  Paragraphen.  In  dem  Zeitelement  dt  kommt  dann  also 
in  dem  ganzen  Leiter  ein  Wärmezuwachs  zu  Stande,  welcher  der 
Arbeit 

(5)  -c/^y]j(F+o-  F.^o) 

proportional  ist.  Soll  nur  ein  Theil  des  Leiters  in  Betracht  ge- 
zogen werden,  so  ergibt  sich  für  ihn  in  der  Zeit  dt  ein  Wärrae- 
zuwachs,  proportional  der  Arbeit 

(6)  dt  \J,  (F,  -  FJ  -Y^  J(F+o  -  F^o)!. 

Für  einen  drahtförmigen  Theil  des  Leiters  lässt  sich  nach  §.  61 
die  in  dem  Zeitelement  dt  geleistete  Arbeit  durch 

J2  W  dt 

ausdrücken.  Nehmen  wir  J  von  t  unabhängig,  so  erhält  demnach 
in  der  Zeiteinheit  der  Leiter  einen  Wärmezuwachs,  welcher  der  Arbeit 

(7)  J2  w 

proportional  ist.  Dieses  von  .loule*)  aufgestellte  Gesetz  ist  viel- 
fach experimentell  bewiesen  worden. 


*)    Philosophical  Magazine.     New   and    nnited    series.    Vol.  XIX.     1841. 
Page  260. 


Sechster  Aliscliiiitt. 

Magnetlsiniis,  Elektromagiietismus  niid  Elektro- 
dynamik. 


§.  65. 

Grundgesetz  der  magnetischen  Wechselwirkung.     Die  Potentialfunction 

der  magnetischen  Kräfte. 

Zur  Erklärung  der  magnetischen  Erscheinungen  kann  man  eine 
ähnliche  Hypothese  aufstellen,  wie  sie  der  Theorie  der  Elektricität 
zu  Grunde  gelegt  ist.  Wir  nehmen  zwei  einander  entgegengesetzte 
magnetische  Fluida  an,  ein  positives  und  ein  negatives.  Zwei  mag- 
netische Theilchen,  deren  magnetische  Massen  (nach  Zahlwerth  und 
Vorzeichen)  jjlj  und  [j,2  sind,  üben  in  der  Entfernung  r  eine  Kraft 

M-t  H-2 

auf  einander  aus,  deren  Richtung  in  die  Verbindungslinie  der 
beiden  Theilchen  fällt.    Die  Kraft  ist  Abstossung  oder  Anziehung, 

je  nachdem  das  Product    '  *  .] -     positiv  oder  negativ  ist.    Insofern 

eine  Anziehung  als  negative  Abstossung  angesehen  werden  kann, 
darf  man  auch  sagen:  zwei  magnetische  Theilchen  von 
den  magnetischen  Massen  ix,  und  ij..^,  die  in  der  Ent- 
fernung r  von  einander  sich  befinden,  üben  in  der 
Richtung  ihrer  Verbindungslinie  eine  Abstossung 

(1)  K  =  -^^-^^^^ 

auf  einander  aus. 

Als  magnetische  Masseneinheit  ist  dabei  dasjenige  Quantum 
magnetischen  Fluidums  genommen,  welches  ein  ihm  gleiches  Quantum 
in  der  Einheit  der  P'-ntfernung  mit  der  Krafteinheit  abstösst. 


246  Sechster  Abschnitt.    §.  65. 

Unter  einem  Magnet  verstehen  wir  einen  ponderablen  Körper, 
welcher  die  magnetischen  Fhiida  in  einer  solchen  Vertheilung  in 
sich  enthält,  dass  er  nach  aussen  magnetisclie  Wirkungen  ausübt. 
Die  P^rfahrung  lehrt,  dass  kein  Magnet  von  dem  in  ihm  enthaltenen 
magnetischen  Fluidum  etwas  nach  aussen  abgeben  kann,  und  dass 
in  jedem  experimentell  darstellbaren  Magnet  die  algebraische 
Summe  der  magnetischen  Massen  gleich  Null  ist: 


(2) 


Vj  [X  =  0,     resp.  I  t/ji,  =  0, 


je   nachdem   die   magnetischen  Fluida    in   discreten  Punkten  oder 
stetig  über  den  Magnet  vertheilt  sind. 

Die  in  den  Gleichungen  (2)  ausgesprochene  Thatsache  schliessen 
wir  aus  der  Einwirkung,  welche  der  p]rdmagnet  auf  jeden  experi- 
mentell darstellbaren  Magnet  ausübt.  Die  erdmagnetische  Kraft 
lässt  sich  in  eine  verticale  und  eine  horizontale  Componente  zer- 
legen. Wenn  man  nun  einen  Magnet  so  aufhängt,  dass  er  nur  in 
horizontaler  Richtung  sich  frei  bewegen  kann,  so  kommt  die  ver- 
ticale Componente  der  erdmagnetischen  Kraft  nicht  zur  Geltung. 
Die  horizontale  Comjjonente  hat  für  jeden  Ort  an  der  Erdober- 
fläche eine  bestimmte  Grösse  und  eine  bestimmte  Richtung.  Bei 
der  verhältnissmässig  geringen  Ausdehnung  des  aufgehängten  Mag- 
nets werden  demnach  allen  seinen  magnetischen  Theilchen  paral- 
lele und  gleiche  Beschleunigungen  ertheilt.  Bezeichnen  wir  diese 
Beschleunigung  mit  7\  so  wird  der  Magnet  in  der  Richtung  des 
erdmagnetischen  Meridians  von  einer  horizontalen  Gesammtkraft 

S  ^  f^  ""   T^|x,     resp. 


/....  =  Tf 


C^fJL 


in  Anspruch  genommen.  Nun  übt  aber  der  Krdmagnet  keinerlei 
Anziehung  oder  Abstossung,  sondern  nur  eine  drehende  W^irkung 
aus.    Folglich  muss 

T2_,i^  ^=  0,     resp.   7'  i  d\x  ^^  0 

sein,  d.  h.  es  muss,  da  T  constant  und  von  Null  vei'schieden  ist, 
die  eine  oder  die  andere  der  Gleichungen  (2)  erfüllt  sein. 

Den    eben    ausgesprochenen    Phfahrungssätzen    wird   dadurch 
Genüge   geleistet,   dass   wir  in  jedem  Körpermolekül  des  Magnets 
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gleiche  Quantitäten  beider  magnetischen  Fiuicia  annehmen,  die  von 
dem  Molekül  unter  keinen  Umständen  auf  ein  anderes  übergehen 
können.  Der  Magnet  heisst  im  Maximum  magnetisirt,  wenn  inner- 
halb jedes  Moleküls  die  magnetischen  Fluida  so  vertheilt  sind, 
dass  die  (lesammtwirkung  nach  aussen  ein  ^laximum  ist. 

Die  von  einem  Magnet  herrührende  Potcntialfunction  ist 

(3)  y-^:-' 

resp. 

(4)  ^=-/^' 

je  nachdem  die  Fluida  hi  discreten  Punkten  concentrirt  oder  stetig 
vertheilt  angenommen  werden.  Dabei  bezeichnet  r  die  Entfernung 
des  magnetischen  Theilchens  ;x,  resp.  chj.  von  dem  Punkte  (x-,  ?y,  z). 
Die  Summirung  in  (o)  und  die  Integration  in  (4)  ist  über  alle 
Bestandtheile  des  Magnets  auszudehnen. 

Auf  die  im  Punkte  (x.  ?/,  z)  concentrirt  gedachte  positive  Einheit 
magnetischer  Masse  wirkt  hiernach  eine  Kraft,  deren  Componenten 
parallel  den  Coordinatenaxen  ausgedrückt  werden  durch  die 
Gleichungen : 

X  = 


(5)  Y  = 

Z  = 


3x' 

?2 


Ausserhalb  der  magnetischen  Massen,  von  denen  die  Potcntial- 
function   V  herrülirt,  ist  überall 

oder,  was  dasselbe  sagt: 

2)X         2Y         IZ  „ 

Ferner  ergibt  sich  noch  aus  den  (ileichungen  (5),  dass  X,  F,  Z 
den  partiellen  Differentialgleichungen  genügen  müssen: 
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'-I     ^-  =-  0 

Obgleich  wir  in  Wirklichkeit  nur  körperliche  Magnete  kennen, 
so  ist  es  doch  nicht  überflüssig,  den  idealen  Fall  mit  in  Betracht 
zu  ziehen,  dass  die  magnetischen  Flüssigkeiten  über  eine  Fläche 
stetig  vertheilt  sind.  Die  Integration  in  (4)  und  in  (2)  ist  dann 
über  alle  P^lemente  dieser  Fläche  auszudehnen. 

Da  die  Gleichung  (4)  dieselbe  Fonn  hat  wie  die  Gleichung  (2) 
des  §.  45,  so  gelten  hier  auch  die  Folgerungen,  welche  in  demselben 
Paragraphen  in  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  ausgesprochen  sind. 
Kennt  man  also  im  ganzen  unendlichen  Räume  die  von  einem 
Magnet  herrührende  Potentialfunction  F,  so  findet  sich  leicht  die 
magnetisc;he  Dichtigkeit  p  im  Punkte  {x,  y,  z).    Man  erhält 

/UA  2)2  r  2)2  F  S2F 

^^^  "S^2    +  -^72-  +  -^,^   -   4  7:p, 

wenn    die  magnetischen  Massen    stetig  über  einen  Raum  von  drei 
Dimensionen  vertheilt  sind;  dagegen 

(«)  C-^)     -(-V")    =4.p, 

wenn  sie  über  eine  Fläche  stetig  ausgebreitet  sind. 

§.  66. 
DJe  magnetischen  Wirkungen  des  galvanischen  Stromes. 

Die  Erfahrung  zeigt,  dass  nicht  nur  Magnete,  sondern  auch 
galvanische  Ströme  nach  aussen  magnetische  Wirkungen  üben. 
Um  diese  Wirkungen  zu  untersuchen,  stellen  wir  die  Hypothese 
auf,  dass  die  magnetischen  Kräfte,  welche  in  einem  galvanischen 
Strome  ihren  Grund  haben,  überall  ausserhalb  des  Stromes 
denselben  Gesetzen  unterliegen,  als  rührten  sie  von  magnetischen 
Massen  her. 

Der  galvanische  Strom  sei  linear  und  einfach  in  sich  zurück- 
laufend. Als  Leiter  des  Stromes  wird  also  eine  Linie  (ein  uneml- 
lich  dünner  Draht)  genommen,  deren  Endpunkt  mit  dem  Anfangs- 
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punkte  zusammenfällt,  und  die  zwischen  dem  Anfangs-  und  End- 
punkte keine  einander  schneidende  oder  deckende  Bestandtheile 
besitzt.  Im  Punkte  (x,  ?/,  z),  der  irgendwo  ausserhalb  des  Leiters 
liegt,  sei  die  positive  Einheit  der  magnetischen  Masse  concentrirt. 
Der  galvanische  Strom  übt  auf  sie  eine  magnetische  Kraft,  deren 
Componenten  parallel  den  Coordinatenaxen  mit  X,  F,  Z  bezeichnet 
Averden  sollen.  Nach  der  aufgestellten  Hypothese  genügen  diese 
Componenten  den  partiellen  Differentialgleichungen : 

2z    —   Dy 

IZ        bX  ^ 

-hX-       lY 
~by  ~bx 

In  Folge  der  Gleichungen  (2)  ist 

Xdx^  Ydy-\-  Zdz 
ein   vollständiges    Differential,    also   gibt  es   eine  Function  V  von 
x,y,z,   die  so  beschaffen  ist,    dass  überall  ausserhalb  des  galva- 
nischen Stromes 

(3)  x  =  A^--,    y=-f-,    z  =  iil. 

dx  oy  dz 

Erstrecken  wir  nun  das  Integral 

(4)  f{X  dx  -\-Ydy-\-Z  dz) 


/' 


durch  eine  im  endlichen  (lebiete  verlaufende  Curve,  deren  End- 
punkt mit  dem  Anfangspunkte  zusammenfällt  und  deren  übrige 
Punkte  bei  einem  einfachen  Umlauf  sämmtlich  nur  einmal  ge- 
troffen werden.  Um  über  den  Werth  dieses  Integrals  ins  Klare 
zu  kommen,  ist  es  wünschenswerth,  einen  Hülfssatz  vorauszuschicken, 

§•  67. 
Hülfssatz  aus  der  Analysis. 

Wir  zeichnen  in  dem  endlichen  Oebiete  der  a;?/ Ebene  eine 
Curve,  deren  P/ndpunkt  und  Anfangspunkt  zusammenfallen  und 
deren    übrige  Punkte   bei  einem  einfachen  Umlauf  sämmtlich  nur 


— 

Fig.  36. 
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250  Sechster  Abschnitt.    §.  67. 

einmal  getroffen  werden.  Das  Fläehenstück,  welches  von  der  Cnrve 
umschlossen    wird  (Fig.  36),    soll    ganz  in  dem  Quadranten  liegen, 

in  welchem  x  und  y  positiv 
sind.  Wir  durchlaufen  die  Curve 
im  positiven  Sinne,  wenn  dahei 
die  Tangente  in  der  Richtung 
des  wachsenden  Bogens  zu  der 
nach  innen  gezogenen  Normale 
ebenso  liegt,  wie  die  Axe  der 
positiven  x  zu  der  Axe  der 
positiven  y. 

Es   seien    P  und    Q   zwei 

Functionen   von   x  und  y,    die 

"  innerhalb    des   von    der   Curve 

begrenzten  Flächenstückes  einwerthig,  endlich  und  stetig  variabel 

vorausgesetzt  werden.    Wir  betrachten  das  Integral 

ausgedehnt  über  das  von  der  Curve  begrenzte  Flächenstück.  Dabei 
bezeichnen  öa?  und  oy  positive  Zunahmen  der  Variabein.  Für 
den  ersten  Bestandtheil  des  Integrals  können  wir  mit  der  Inte- 
gration nach  y  beginnen.  Wir  ziehen  die  Ordinaten,  welche  zu 
den  Abscissen  x  und  x  -\-  ox  gehören.  Zwischen  ihnen  liegt  ein 
unendlich  schmaler  Flächenstreifen,  welcher  ebenso  oft  in  das 
von  der  Curve  begrenzte  Flächengebiet  eintritt,  wie  aus  demselben 
austritt.    Wir  bezeichnen  die  Ordinaten  der  Eintrittsstellen  mit 

y\i  y?,i  1/51  •  •  •  2/2«-!, 
die  Ordinaten  der  Austrittsstellen  dagegen  mit 

2/2.  ^4.  ^6   •  •  •  2/2« 
und  bemerken,  dass 

2/1    <    2/2    <    2/3    <    •    •     •    y2n-t  <    2/2U. 

Die  Bogenelemente,  welche  der  unendlich  schmale  Flächenstreifen 
bei  seinem  Ein-  und  Austritt  auf  der  Begrenzungscurve  abschneidet, 
seien 

ds^,  ds.,,  ds.^,  .  .  .  f/s,,^^,,  o?s^„. 

Der  Cosinus  des  Winkels,  welchen  ein  solches  Bogenelement  mit 
der   Richtung    der   positiven  x   einschliesst,    ist  positiv   an   allen 
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Eintrittsstellen,  dagegen  negativ  an  allen  Austrittsstellen.  Bezeichnet 
man  also  (nach  Zahlwerth  und  Vor/eichen)  mit  dxk  die  Projection 
von  dstc  auf  der  Axe  der  u,  so  ergibt  sich 

dx^   =  dx.^   =  dx^   =  .   .   .   =  dx-^n—i  ^^-  oa?, 

dtXj  ty     '•     '    et  Ol  4     —  —    et  JL  i-     •    •     • ^'«^2  9i    ■ —  OtX', 

Danach  finden  wir 

=    —  P^  dx^  1\  dx^  —  .  •   •   P^ndXin- 

Das  lässt  sich  kürzer  schreiben 

wobei  das  Summenzeichen  auf  der  rechten  Seite  bedeutet,  dass 
die  Werthe  von  Pdx  an  allen  Eintritts-  und  Austrittsstellen  des 
unendlich  schmalen  Flächenstreifens  genommen  werden  sollen. 
Die  Integration  nach  x  wird  dadurch  ausgeführt,  dass  man  nicht 
einen  einzelnen  Flächenstreifen  in  Betracht  zieht,  sondern  alle, 
die  überhaupt  (von  Parallelen  zur  y-Axe  begrenzt)  das  Flächen- 
gebiet durchschneiden.     Folglich  ergibt  sich 


I     I  ox  0?/  -^=  —   I   Pdx 


und  es  ist  die  Integration  rechts  durch  die  ganze  in  sich  zurück- 
laufende Curve  zu  erstrecken. 

In  entsprechender  Weise  kommen  wir  zu  der  Gleichung 


//t^~^^^^'=/^^^' 


und  auch  hier  ist  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  (im  positiven 
Sinne  des  Umlaufs)  durch  die  ganze  Curve  zu  erstrecken. 
Danach  gelangen  wir  zu  dem  Resultat,  dass 

^'^     "  üü^i  "  ^"^  '"■ ''  =/^'''" + "^  "'^ 

ist,  vorausgesetzt,  dass  wir  unter  P  und  Q  zwei  Functionen  von 
X  und  y  verstehen,  die  einwerthig,  endlich  und  stetig  variabel  sind 
innerhalb  des  Flächengebietes ,  über  welches  die  Integration  auf 
der   linken  Seite  ausgedehnt  wird,   und  dass  man  die  Integration 
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rechts   in  positivem  Sinne  des  Umlaufs   durch   die  Begrenzungs- 
curve  erstrecke.*) 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  innerhalb  des  von  der  Curve 
umschlossenen  Flächengebiets  überall 

(3)  -'^-._-f=0 

ist,  geht  die  Gleichung  (2)  über  in 

(4)  i(Pdx-^  Qdy)  ^  0. 

Uebrigens  bleiben,  wie  man  leicht  sieht,  die  Sätze  (2)  und  (4) 
auch  dann  gültig,  wenn  die  Curve  nicht  durchaus  in  dem  Qua- 
dranten der  positiven  x  und  der  positiven  y  verläuft.  Diese  Vor- 
aussetzung dient  nur  zur  leichteren  Entwicklung  des  Beweises.  Ist 
sie  von  vorn  herein  nicht  erfüllt,  so  kann  man,  da  die  Curve  sich 
nirgends  ins  Unendliche  erstreckt,  durch  parallele  Verschiebung 
der  Axen  es  leicht  erreichen,  dass  die  verlangte  Lage  vorhanden  ist. 

§.  68. 
Das  Integral  \{Xdx  -|-  Y  dy  f  Zdz). 


Nach  dieser  Vorbereitung  kehren  wir  zu  dem  Integral  (4) 
des  §.  66  zurück.  Wir  nehmen  eine  stetig  gekiiimmte  Fläche  zu 
Hülfe,  die  ganz  im  endlichen  Gebiete  liegt,  und  die  den  vorge- 
schriebenen Integrationsweg  zur  vollständigen  und  alleinigen  Be- 
grenzung hat.  Die  Gleichung  dieser  Fläche  sei 
(1)  ,  z-^f(:x,y). 

Da  der  vorgeschriebene  Integrationsweg  auf  der  Fläche  liegt,  so 
hat  man  in  8.  66,  (4) 

dz  =--    ^''    dx  4-    "^    dy 
3x-  '     dy      ^ 

zu  setzen  und  aus  X,  y,  Z  die  Coordinate  z  mit  Hülfe  der  Glei- 
chung (1)  zu  eliminiren.  Dadurch  geht  das  Integral  (4)  des  §.  66 
über  in 


(2) 


l(x+irf)..  +  (.+  z^|>,} 


und   hier   ist  die  Integration  durch  die  in  der  ic?/-Ebene  liegende 
Projection  der  gegebenen  Curve  zu  erstrecken. 

*)   Kiemann.     GriiiuUagen  für  eine  allgemeüie  Theorie  der  Functioneu 
einer  veränderlichen  complexen  Grösse.     Göttingen  1851.    Art.  7  und  8. 


Das  Tntegral  (4)  des  §.  C>G. 
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Fig.  37. 


Das  Coordinatensystem  lässt  sich  immer  so  legen,  dass  diese 
Projection  ebenso  einfach  in  sich  zurückläuft  wie  die  projicirte 
Curve  selbst,  und  dass  sie  bei  der  Integration  (2)  im  positiven 
Sinne  durchlaufen  wird,  d.  h.  dass  (von  einem  Punkte  der  posi- 
tiven z-Axe  aus  gesehen)  die  Tangente  in  der  Richtung  des  wach- 
senden Bogens  zu  der  nach 
innen  gezogenen  Normale  ebenso 
liegt  wie  die  Axe  der  positiven 
X  zu  der  Axe  der  positiven  y 
(Fig.  36  und  Fig.  37).  Bei  dieser 
Lage,  die  wir  der  Einfachheit 
wegen  und  ohne  Schaden  für 
die  Allgemeinheit  der  Unter- 
suchung voraussetzen  dürfen, 
lässt  sich  auch  die  Pläche  (1) 
so  einrichten,  dass  ihre  Pro- 
jection einfach  der  Theil  der 
xy-Ehene  ist,  welchen  die  Projection  ihrer  Begrenzungscurve  um- 
schliesst.  Dann  ist  die  durch  die  Gleichung  (1)  ausgedrückte 
Function  z  nebst  ihren  ersten  Derivirten  einwerthig,  endlich  und 
stetig  variabel  für  das  ganze  Werthengebiet  von  x  und  ;y,  welches 
hier  in  Betracht  kommt.  Da  die  Functionen  X,  Y,  Z  ebenfalls  ein- 
werthig, endlich  und  stetig  variabel  sind,  so  dürfen  wir  in  der 
Untersuchung  des  vorigen  Paragraphen  speciell  setzen 

ix 


(3) 


P  =  X  -\-  z 


Dadurch  ergibt  sich 


1^ 

^y 

7)x 


iX 

7>x      ' 


iX 
VY 


"bX 


+  h 


IZ 

^y 


(1? 


3Z 
+  "^. 

^Z 
+  ~iz' 


Folglich  haben  wir  hier 


(4) 


aP 

^y 


)x  /        \ 


Iz 


2>Q 

"bx 
J)Z  X      bf 

Tay  /  bx 


by  /  'bx 
bx  /  2y 


iZ_ 
2)x 


b,k'  by 
bx  ~by 


bz  /   by 
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Wenn  nun  die  Curve,  durch  welche  das  Integral 
{Xdx^  Ydy-^Zdz) 


/< 


erstreckt  werden  soll,  nicht  kettenHirmig  mit  dem  Leiter  des 
galvanischen  Stromes  verschlungen  ist,  so  lässt  sich  die 
Fläche  (1)  immer  so  legen,  dass  sie  keinen  Punkt  mit  diesem 
Leiter  gemein  hat.  Dann  sind  für  jeden  Punkt  der  Fläche  die 
Gleichungen  (2)  des  §.  66  erfüllt,  und  folglich  geht  die  Gleichung 
(4)  über  in 

(^)  ^-^-- 

Es  gilt  also  auch  die  Gleichung  (4)  des  vorigen  Paragraphen, 
d.  h.  es  ist 

(6)  C{X  dx^Ydy-\-Z  dz)  =  0, 


wenn  dieses  Integral  durch  eine  in  sich  zurücklaufende  Curve  er- 
streckt wird,  die  nicht  kettenförmig  mit  dem  Leiter  des  galva- 
nischen Stromes  verschlungen  ist. 

Wenn  dagegen  die  Integrationscurve  mit  dem  Stromleiter 
kettenförmig  verschlungen  ist,  so  ist  es  unmöglich,  die  Fläche  (1) 
so  zu  legen,  dass  sie  keinen  Punkt  mit  dem  Leiter  gemein  habe. 
Dann  ist  also  die  Gleichung  (5)  nicht  überall  erfüllt  und  deshalb 
hat  auch  das  Integral  (6)  nicht  den  Wertli  Null, 

§.  69. 
Die  Potentialfunction   V  der  elektromagnetischen  Kräfte. 

Wir  legen  eine  Fläche  S  in  der  Weise,  dass  der  Leiter  des 
galvanischen  Stromes  ihre  vollständige  und  alleinige  Begrenzung 
bilde.  Dann  gilt  der  Satz  (6)  des  vorigen  Paragraphen  für  jeden 
Integrationsweg,  welcher  die  Fläche  S  nicht  schneidet.  Nehmen 
wir  an  irgend  einer  Stelle  des  Raumes  den  Anfangspunkt  der 
Integration  und  erstrecken  von  da  aus  das  Integral 

(1)  C{Xdx-\-Ydy^Zdz) 


f 


bis  zum  Punkte  {x,  y,  z)  auf  verschiedenen  Wegen,  von  denen 
aber  keiner  die  Fläche  S  schneidet,  so  sind  die  Integralwerthe, 
die  auf  allen  diesen  Wegen   zu  Stande  kommen,   einander  gleich. 
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Das  Integral  (1)  ist  also  eine  Function  V  von  x^  y,  0,  die  überall 
ausserhalb  der  Fläche  S  sich  stetig  ändert. 

Wir  erricliten  in  irgend  einem  Punkte  der  Fläche  S  nach 
beiden  Seiten  hin  die  Normale  und  zählen  darauf  den  Abstand  p 
von  ihrem  Fusspuidcte  aus  positiv  nach  der  einen,  negativ  nach 
der  anderen  Seite.  Auf  dei"  positiven  und  auf  der  negativen  Nor- 
male nehmen  wir  je  einen  Punkt  unendlich  nahe  an  der  Fläche  *S', 
und  be/eichnen  die  Werthe,  welche  die  Function  V  in  ihnen  an- 
nimmt, mit   F_|-o  und  resp.    F_().     Die  Differenz 

F+o  -  F_o 

ergibt  sich,  wenn  man  das  Integral  (1)  von  dem  Punkte  auf  der 
negativen  Normale  nach  dem  unendlich  nahe  gelegenen  Punkte 
auf  der  positiven  Normale  durch  eine  Curve  erstreckt,  welche  die 
Fläche  S  nicht  schneidet. 

Nun  sind  aber  A'^  Y,  Z  im  ganzen  unendlichen  Räume  ausser- 
halb der  Strombahn  einwei-thig,  endlich  und  stetig  variabel.  Dar- 
aus folgt,  dass  in  unendlicher  Nähe  der  Fläche  iS  die  Derivirte 
von  F,  sowohl  parallel  als  auch  normal  zur  Fläche  genommen, 
auf  der  positiven  Seite  denselben  Werth  hat,  wie  auf  der  nega- 
tiven Seite.     Es  ist  also  für  jede  beliebige  Stelle  der  Fläche 

(2)  F+o  -  F_o  -  A, 

wobei  A  eine  constante  Grösse  bezeichnet,  und  es  ist  ferner 

^  ^  V3p;+o     Up/_o 

Vermöge  der  Gleichung  (1)  des  §.  66  genügt  die  Function  V 
im  ganzen  unendlichen  Räume  ausserhalb  dei-  Strombahn  der  par- 
tiellen Differentialgleichung 

,,.  2)2  F  ,     ö2  F  ,    2)2  7 

^^^  -.^2~  +  -,-.-  +  -,-r  =  0, 

und  sie  hat  den  Werth  Null  in  unendlicher  Entfernung: 

(5)  F=  0  für  x-2  -f  ?/2  _(_  ^2  =  00. 

Diesen  Bedingungen  (2),  (3),  (4),  (5)  entsprechend,  lässt  sich 
die  Func;tion  F  immer  und  nur  in  einer  Weise  herstellen,  wie  man 
mit  Hülfe  des  Dirichlet'schen  Princips  leicht  beweisen  kann. 

Wir  wollen  statt  dessen  nach  Green's  Methode  den  Ausdruck 
für  die  Function    V  direct  bilden. 
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§.  70. 

Herstellung  der  Function  V. 

Der  Satz  von  Green  (§.  20)  lässt  sicli  hier  folgendermaassen 
verwerthen. 

Wir  setzen 


Y(x  —  xy  +  (2/  —  yT  +iz~-z'y  =r 

und 

(1)  v=\- 

Der  Kaum  T,  welcher  für  uns  in  Betracht  kommt,  wird  be- 
grenzt von  den  beiden  Seiten  der  Fläche  S  und  von  zwei  Kugel- 
flächen, von  denen  die  eine  mit  dem  Radius  r  =  R,  die  andere 
mit  dem  Radius  ?•  —  c  um  den  Punkt  (x-'^  y\  z')  als  Mittelpunkt 
construirt  ist,  und  zwar  für  lim  R  =  oo  und  lim  c  =  0. 

Hier  trefien  alle  Voraussetzungen  des  §.  21  zu  mit  der  einen 
Modification,  dass  ü  in  der  Oberfläche  des  Raumes  T  nicht  überall 
Null  ist.  Durch  Wiederholung  des  dort  angewandten  Verfahrens 
gelangt  man  demnach  zu  der  Gleichung 

und  es  bezeichnet  F'  den  Werth  von  V  im  Punkte  (ic',  y\  z'). 
Das  Raumintegral  ist  Null  vermöge  der  Gleichung  (4)  des  vorigen 
Paragraphen.  Das  Oberflächen -Integral  ist  auszudehnen  über  die 
Kugel  vom  Radius  R  und  über  die  beiden  Seiten  der  Fläche  S. 

Für  die  Kugelfläche  fällt  die  nach  dem  Innern  des  Raumes  T 
gezogene  Normale  in  die  Richtung  der  abnehmenden  r.  Folglich 
kann  das  über  diese  Kugelfläche  erstreckte  Integral  geschrieben 
werden : 

j  \       dr  ör  Ir     R 

wobei  dio  das  Element  einer  Ivugelfläche  vom  Radius  1  bezeichnet. 
Nun  steht  für  lim  Ä  =  oo  sowohl  LI  als  V  in  endlichem  Ver- 
hältnis  zu     V,  •     Folglich  wird 
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und  man  sieht,  dass  das  Integral  den  Grenzworth  Xull  hat  für 
lim  E  =  oo. 

Hiernach  bleibt  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (2)  nichts 
weiter  übrig  als  das  Oberflächen -Integral,  ausgedehnt  über  beide 
Seiten  der  Fläclie  S. 

Wir  errichten  im  Punkte  (x,  y,  z)  der  Fläche  S  die  Normale 
nach  beiden  Seiten  und  zählen  auf  ihr  von  dem  Fusspunkte  aus 
den  Abstand  p  positiv  nach  der  einen,  negativ  nach  der  andern 
Seite.  Dann  ist  auf  der  positiven  Seite  n  r=r  p^  auf  der  negativen 
n  =  —  p.     Die  Gleichung  (2)  geht  dadurch  in  folgende  über : 


^p         äp  (^^_„ 


Dafür  kann  man  auch  schreiben 

Uj 
7>p 


4 TT  F'  =  Cdo  .  ^  (F+0  -  F_o) 


/--(gl-(¥)..[ 


—       do 


Hier  ist  das  zweite  Integral  gleich  Null  in  Folge  der  Glei- 
chung (3)  des  vorigen  Paragraphen.  In  dem  ersten  Integrale  hat 
man  für  P'die  Gleichung  (2)  des  vorigen  und  für  U  die  Gleichung  (1) 
dieses  Paragraphen  zu  beachten.     Dadurch  ergibt  sich  schliesslich: 


(3)  47:  V'=--A      do 


/• 


2>p 


§.  71. 
Fortsetzung. 

Wir  stellen  nocli  die  Hypothese  auf,  dass  die  magnetischen 
Kräfte,  welche  von  mehreren  galvanischen  Strömen  auf  die  im 
Punkte  (a'^  y,  z)  concentrirt  gedachte  positive  magnetische  Massen- 
einheit ausgeübt  werden,  sich  nach  dem  Satze  vom  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  zusammensetzen.  Für  einen  einzigen  Strom 
folgt  daraus  unmittelbar,  dass  eine  ?ifache  Stromintensität  auch 
??,fache  Kräfte  ausübt.  Die  Componenten  X,  Y,  Z  sind  also  der 
Stromintensität  J  proportional,  und  deshalb  auch 
(1)  A  =  kJ. 

Schwere,  Elektricität  u.  Magnetismus.  YJ 
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Da  wir  die  Stromintensität  immer  in  der  Kichtung  nehmen, 
in  welcher  die  Bogenlänge  s  des  Stromleiters  zunimmt  (§.  61),  so 
ist  zunächst  festzustellen,  wie  diese  Kichtung  und  die  llichtung 
der  auf  der  Fläche  S  errichteten  positiven  Normale  zu  einander 
liegen  sollen.  Wir  treffen  die  Bestimmung,  dass,  von  einem  Punkte 
der  auf  S  errichteten  positiven  Normale  aus  gesehen,  die  Rich- 
tung des  wachsenden  Bogens  s  dieselbe  sein  soll,  wie  die  Richtung, 
in  welcher  für  einen  auf  das  Zifferblatt  sehenden  Beobachter  die 
Spitze  des  Uhrzeigers  weiterrückt.  Oder  mit  andern  "Worten: 
wenn  jemand  auf  der  positiven  Seite  der  Fläche  S  sich  aufrecht 
hinstellt  und  dann  die  Begrenzung  in  der  Richtung  des  wachsen- 
den Bogens  s  durchläuft,  so  hat  er  die  Fläche  S  zur  rechten 
Hand. 

Die  Erfahrung  lehrt  nun,  dass  bei  dieser  gegenseitigen  Lage 
der  positiven  Normale  und  des  wachsenden  Bogens  die  Differenz 
F-j-o  —  F_o  positiv  ausfällt,  wenn  J  positiv  ist.  Folglich  ist  die 
Constante  k  positiv.  Der  P'infachheit  wegen  wollen  wir  die  Ein- 
heit der  Stromintensität  so  wählen,  dass  k  =  A~  ist.  Dann  geht 
die  Gleichung  (2)  des  §.  69  über  in: 
(2)  F+o—  F_o  =  4iiJ, 

und  statt  der  Gleichung  (3)  des  vorigen  Paragraphen  erhalten  wir: 

(3)  F'=jr..4^. 

Das  hier  eingeführte  Maass  der  Stromintensität  wird  das 
magnetische  genannt. 

§.  72. 
Mechanische  Bedeutung  des  Ausdruckes  für   F. 

Wir  suchen  die  mechanische  Bedeutung  des  für  F'  gefundenen 
Ausdruckes.     Es  ist 


=  lim ^ ~ — 


Tip  8 

für  lim  0  =  0.     Folglich  kann  man   F  so  schreiben: 

(1)  F' =  lim  frfo  14(1)      -iß)       ). 
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Der  Ausdruck  für  F'  hat  also  die  Form  der  Potentialfunctiou 
einer  idealen  magnetischen  Massenvertheilung.  Denken  wir  uns, 
man  könnte  die  magnetischen  Fluida  stetig  über  eine  Fläche  aus- 
breiten, und  es  wäre  c^p,  die  in  dem  Flächenelement  da  enthaltene 
magnetische  Masse,  so  würde 

F=—  C^ 
J     '' 
die  Potential fiinction    dieser  magnetischen  Masse  sein,   wenn  man 
die  Integration  über  die  ganze  Fläche  ausdehnt. 

Belegen  wir  also  die  Fläche  S  (für  ^>»  =  0)  in  jedem  Flächen- 
elemente mit  der  magnetischen  Masse 

dii  =  ~    -  da 

und  eine  zu  S  parallele  Fläche  (für  p  =  o)  in  jedem  Flächen- 
elemente mit  der  magnetischen  Masse 

c?ij.  =  —    ]^    da, 

so  ist  die  Wirkung  der  über  beide  Flächen  ausgebreiteten  m^ig- 
netischen  Massen  dieselbe  wie  die  Wirkung  des  durch  die  r)egren- 
zung  von  S  hindurchgehenden  galvanischen  Stromes. 

Die  magnetischen  Massen  der  beiden  Belegungen  sind  von 
entgegengesetztem  Zeichen,  von  gleicher  und  constanter  Dichtigkeit, 
und  diese  Dichtigkeit  ist  der  Scheidungsweite  umgekehrt  propor- 
tional. 

Die  Wirkung  auf  einen  Punkt  im  inneren  Räume  zwischen 
den  beiden  unendlich  nahe  an  einander  liegenden  Flächen  ist  hier 
nicht  mit  einbegriffen. 

§•  73. 
Geometrische  Bedeutung  des  Ausdruckes  für  V. 

Das  Integral  in  der  Gleichung  (3)  des  §.71  hat  auch  eine 
geometrische  Bedeutung.  Wir  ziehen  vom  Punkte  {x\y\z') 
einen  Strahl,  welcher  die  Strombahn  s  durchschneidet,  und  setzen 
ihn  so  in  Bewegung,  dass  der  Schnittpunkt  die  Curve  s  von  An- 
fang bis  zu  Ende  durchläuft.  Dadurch  wird  eine  Kegelfläche  er- 
zeugt, welche  den  Punkt  (x^  y'  z')  zum  Scheitel  hat.  Um  denselben 
Punkt  als  Mittelpunkt  Ifegen  wir  eine  KugelHäche  vom  Radius  1. 
Diese  wird  von  der  Kegelfiäche  in  einer  geschlossenen  Linie  s, 
durchschnitten.     Wir  wollen  zunächst  der  Einfachheit  wegen  vor- 

17* 


260  Soclistor  Abschnitt.     §.  73. 

aussetzen,  dass  die  Linie  Sj  (die  Projection  von  s  auf  der  Kugel) 
ebenso  einfach  in  sich  zurückläuft  wie  die  Linie  s  selbst,  dass 
also,  wenn  man  sie  von  Anfang  bis  zu  Ende  durchläuft,  keiner 
ihrer  Punkte  mehr  als  einmal  getroffen  wird.  Ueber  die  Gestalt 
der  Fläche  S,  welche  von  der  Strombahn  s  begrenzt  wird,  haben  wir 
keinerlei  besondere  Voraussetzung  gemacht.  Wenn  nun,  wie  eben  vej"- 
abredet  worden,  die  Projection  s^  auf  der  Kugel  vom  Radius  1  eine 
einfach  in  sich  zurücklaufende  Linie  ist,  so  können  wir  der  Fläche  S 
eine  solche  Gestalt  geben,  dass  ihre  Projection  ein  von  s^  umschlos- 
senes Stück  der  Kugeloberfläche  einfach  bedeckt.  Zieht  man  dann 
vom  Punkte  {x\y\z')  aus  durch  irgend  einen  Punkt  dieses  umschlos- 
senen Stückes  der  Kugeloberfläche  einen  Strahl,  so  wird  dieser,  gehörig 
verlängert,  die  Fläche  ß  in  einem  Punkte,  aber  auch  nur  in  einem 
Punkte  durchschneiden.  Der  wachsende  Strahl  tritt  an  dieser  Stelle 
von  der  dem  Punkte  {x\y\z^)  zugekehrten  Seite  der  Fläche  S  auf 
die  abgekehrte  Seite  über.  Der  'i'heil  der  Kugeloberfläche,  welcher 
von  der  Projection  der  Fläche  aS  nicht  bedeckt  wird,  darf  als  das 
durch  s^  ausgeschlossene  Gebiet  bezeichnet  werden.  Zieht  man 
von  (x',  y\  z')  aus  durch  irgend  einen  Punkt  des  ausgeschlossenen 
Gebietes  einen  Strahl,  so  trifft  dieser,  wie  weit  man  ihn  auch  ver-. 
längern  möge,  die  Fläche  S  gar  nicht. 

Wir  wählen  auf  der  Fläche  /8  irgend  einen  Punkt  (x,  ?/,  z) 
und  bezeichnen  mit  r  die  Länge  des  Strahles,  welcher  vom  Punkte 
(a;',  ?/',  2')  nach  (cc,  ?/,  z)  hingezogen  ist.  Mit  do  werde  ein  auf  der 
Fläche  S  genommenes  Flächenelement  bezeichnet,  auf  dessen  Be- 
grenzung der  Punkt  (x,  ?/,  z)  liegt.  Lassen  wir  nun  einen  von 
(x\  y\  2')  ausgehenden  beweglichen  Strahl  an  der  ganzen  Begren- 
zung von  do  hingleiten,  so  beschreibt  er  eine  Kegelfläche.  Diese 
schneidet  die  Kugeloberfläche  vom  Radius  1  in  einer  einfach  in 
sich  zurücklaufenden  Linie,  der  Begrenzung  eines  auf  der  Kugel 
liegenden  Flächenelementes  d^^  welches  die  Projection  von  do  ist. 

Die  gegen  die  Fläche  «S  im  Punkte  (,t,  ?/,  z)  errichtete  positive 
Normale  p  scliliesst  mit  der  Richtung  des  wachsenden  r  einen 
Winkel  ein,  dessen  Cosinus 

cos  [r  v)  ■-=  - — 

dp 

ist,  und  dieser  Cosinus  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die 
dem  Punkte  {x\y\z')  abgekehrte  Seite  der  Fläche  ß  die  po- 
sitive oder  die  negative  ist. 
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Die  Projectioii  von  do  auf  einer  um  (x\  y\  z^)  beschriebenen 
Kugel  vom  Radius  r  berechnet  sich 

=  -\-  da  - — ; 

und   e$   gilt   das   obere   oder  das  untere  Vorzeichen,   je  nachdem 

—  positiv  oder  negativ  ist.    Soll  die  Projection  dl  auf  der  Kugel 

vom  Iiadius  1  ausgedrückt  werden,  so  hat  man  noch  durch  r'^  zu 

dividiren,  also  j^ 

3  i  -\ 

(1)  dl  =  -i-Ar^do  =^4:do  -r~^ —  • 

^  ^  —  v^    Ip  '  cp 

Wir  bezeichnen  mit  lil  den  Flächeninhalt  der  auf  der  Kugel 
vom  Radius  1  liegenden  Projection  von  S,  und  zwar  in  dem  Sinne, 
dass  1  eine  absolute  Zahl  ist.  Alsdann  ergibt  sich  aus  (1)  durch 
Integration  ^  . 

und  es  gilt  das  positive  oder  das  negative  Vorzeichen,  je  nachdem 
die  Fläche  IS  dem  Punkte  {x\  ?/',  z')  ihre  positive  oder  ihre  ne- 
gative Seite  zukehrt. 

Nun  ist*  noch  auf  das  Vorzeichen  von  J  Acht  zu  geben.  Wenn 
die  Fläche  S  dem  Punkte  (x-',  ?/',  z')  ihre  positive  Seite  zukehrt, 
so  ist  J  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  —  von  dem  Punkte  aus 
gesehen  —  der  positive  Strom  in  derselben  Richtung  fliesst,  in 
welcher  der  Uhrzeiger  weiterrückt,  oder  in  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung. Kehrt  die  Fläche  S  dem  Punkte  (x-',  ?/',  z')  ihre  negative  Seite 
zu,  so  gilt  für  J  die  umgekehrte  A'^orzeichenregel.  Dies  lässt 
sich  auch  noch  anders  ausdrücken,  nemlich:  Das  Vorzeichen  von 
J  ist  dasselbe  wie  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (2),  wenn 

—  vom  Punkte  (x',  ?/',  z')  aus  gesehen  —  die  Richtung  des  posi- 
tiven Stromes  mit  der  Drehungsrichtung  des  Uhrzeigers  überein- 
stimmt. Und  das  Vorzeichen  von  J  ist  das  entgegengesetzte  von 
dem  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (2 ),  wenn  —  vom  Punkte 
(x\  y\  z')  aus  gesehen  —  die  Richtung  des  positiven  Stromes  der 
Drehungsrichtung  des  Uhrzeigers  entgegengesetzt  ist.    Das  Product 


'/■ 


— rf( 

Ip 
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ist  also  positiv  oder  negativ,  je  naclidem  vom  Punkte  ix\  y%  z')  ge- 
sehen —  der  positive  oder  der  negative  Strom  in  der  Dreliungs- 
riclitung  des  Uhrzeigers  fliesst. 

Für  ein  im  Punkte  [x',  ]j' ,  z')  angebrachtes  Auge  verstehen 
wir  unter  der  Himmelskugel  die  um  diesen  Punkt  als  Mittel- 
punkt construirte  Kugel  vom  Radius  1, 

Hiernach  erhält  man  für  die  Herstellung  der  Potentialfunction 
im  Punkte  {x' ,  y' ,  z')  die  folgende  Regel: 

Man  multiplicire  den  absoluten  Wcrth  der  Strom- 
intensität  mit  dem  T heile  der  Hirn m eis ku gel,  welcher 
für  ein  im  Punkte  {x\  y\  z')  befindliches  Auge  von  der 
Strombahn  umschlossen  erscheint,  und  gebe  dem 
Producte  positives  oder  negatives  Vorzeichen,  je 
nachdem  für  dasselbe  Auge  die  Richtung  des  posi- 
tiven Stromes  mit  der  Drehungsrichtung  des  Uhr- 
zeigers übereinstimmt  oder  ihr  entgegengesetzt  ist. 
Diese  von  Gauss*)  ausgesprochene  Regel  behält  auch  dann 
ihre  Gültigkeit,  wenn  die  Projection  der  einfach  in  sich  zurück- 
laufenden Strombahn  auf  der  Himmelskugel  Doppelpunkte  enthält. 
Dann  kehrt  die  Fläche  &  dem  Punkte  {x' ,  y',  z')  nicht 
mehr  einerlei  Seite  zu.  Vielmehr  gehören  (Fig.  38) 
zwei  Bestandtheile  von  1',  deren  Begrenzungen  in 
einem  Doppelpunkte  zusammenstossen,  zu  solchen 
Theilen  der  Fläche  S,  welche  dem  Punkte  (x%  y\  z') 
entgegengesetzte  Seiten  zukehren.  Die  einzelnen  auf 
einander  folgenden  Bestandtheile  von  ^  kommen 
also  nach  Gleichung  (2)  mit  abwechselnden  Vor- 
zeichen in  Rechnung  und  haben  alle  dasselbe  J  mit 
einerlei  Vorzeichen  als  gemeinschaftlichen  Factor. 
Will  man  aber  die  absoluten  Werthe  der  einzelnen 
Bestandtheile  von  2  mit  dem  absoluten  Werthe  von 
J  multiplicirt  in  Rechnung  bringen,  so  hat  man  den 
Producten  abwechselnde  Vorzeichen  zu  geben  und 
kommt  so  auf  die  von  Gauss  aufgestellte  Regel  zurück. 


Fig.  38. 


*)  Allgemeine  Theorie  des  Erdmagnetismus,  Art.  38.    (Resultate  aus  den 
Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins.    1838.  —   Gauss'  Werke,  Bd.  3.) 
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§•   74. 

Wirkung  des  einzelnen  Stromelementes  auf  das  einzelne  magnetische 

Theilchen. 

Nachdem  wir  zu  einer  geometrischen  Interpretation  der  Formel 
(3)  §.  71  gehingt  sind,  welche  die  Potentialfunction  der  von  dem 
galvanischen  Strome  ausgeübten  magnetischen  Kraft  ausdrückt, 
können  wir  davon  eine  Anwendung  auf  die  Kraftcomponenten 
selbst  machen.  Um  die  Componente  X  parallel  der  Axe  der  posi- 
tiven X  zu  finden,  haben  wir  den  Punkt  {x\  y\  z')  in  dieser  Rich- 
tung um  die  Strecke  See  zu  verschieben  und  die  davon  herrührende 
Aenderung  der  Function  V  durch  die  Grösse  der  Verschiebung 
zu  dividiren.  Nun  ist  die  Function  V  ein  Product  von  zwei  Fac- 
toren,  von  denen  der  erste  —  die  Stromintensität  J  —  bei  der 
vorgenommenen  Verschiebung  keine  Aenderung  erleidet.  Der  zweite 
Factor  ist  der  Theil  der  Himmelskugel,  den  das  Auge  das  eine  mal 
vom  Punkte  (x',y\z'),  das  andere  mal  vom  Punkte  (x' -|- ox',  ?/',  2;') 
aus  durch  die  Strombahn  umschlossen  sieht.  Statt  aber  die  Strom- 
bahn im  Räume  fest  beizubehalten  und  das  Auge  aus  dem  Punkte 
(et',  ij\  z')  in  den  Punkt  (x'  -|-  ox,  y\  z')  zu  verschieben,  kann  man 
auch  das  Auge  -in  dem  ersten  Punkte  lassen  und  dagegen  die 
Strombahn  so  verschieben,  dass  jeder  ihrer  Punkte  in  der  Rich- 
tung der  abnehmenden  x  den  "Weg  ox  durchläuft.  Es  fragt  sich, 
welche  Theile  der  Ilimmelskugel  dabei  aus  der  Umschliessung 
austreten  und  welche  in  sie  neu  eintreten  (Fig.  39  und  40).  Jedes 
Element  ds  der  Strombahn  erzeugt  bei  der  Verschiebung  ein  uu- 
endlicli  kleines  Parallelogramm ,  dessen  Projection  auf  der  Him- 
melskugel zu  suchen  ist.  Wir  lassen  die  Richtung  des  wachsen- 
den Bogens  mit  der  Richtung  des  positiven  Stromes  zusammen- 
fallen. Sie  möge  in  Fig.  39  mit  der  Drehungsrichtung  des  Uhr- 
zeigers übereinstimmen,  in  Fig.  40  aber  die  entgegengesetzte  sein. 
Hat  man  zur  Berechnung  von  V  die  absoluten  Werthe  der  Pro- 
jection auf  der  Himmelskugel  und  der  Stromintensität  mit  einander 
multiplicirt ,  so  ist  das  Product  für  Fig.  39  mit  positivem,  für 
Fig.  40  mit  negativem  Vorzeichen  zu  versehen.  Danach  erhält 
man  die  Aenderung  von  V  mit  dem  richtigen  Vorzeichen,  wenn 
man  bei  Fig.  39  die  aus  der  Umschliessung  austretenden  Theile 
der  Himmelskugel  mit  negativem  Zeichen,  die  eintretenden  mit 
positivem    Zeichen    in    Rechnung    bringt    und    mit    dem    absoluten 
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Werthe   der   Stromintensität   multiplicirt.      Bei    Fig.  40   hat   man 
dagegen  die  austretenden  Theile  der  Himmelskugel   mit  positivem 

Fig.  39.  Fig.  40. 


(.r-yr')  \~js<:-^  [x^yz> 


Zeiclien,  die  eintretenden  mit  negativem  Zeichen  zu  nehmen  und 
auch  hier  mit  dem  absoluten  Werthe  der  Stromintensität  zu  mul- 
tipliciren. 

Sehen  wir  nun  das  Bogenelement  ds  als  eine  unendlich 
kleine  gerade  Linie  an,  so  können  wir  durch  sie  und  den  Punkt 
(a?',  y',  z')  eine  Ebene  festlegen.  Wir  ziehen  die  Normale  p  dieser 
Ebene  und  zwar  positiv  auf  derjenigen  Seite  der  Ebene,  auf  wel- 
cher ein  dem  Strome  zugewandter  Beobachter  aufrecht  stehend 
den  positiven  Strom  von  rechts  nach  links  vorbeifliessen  sieht. 
Wir  bezeichnen  mit  cos  {x,  pj  den  Cosinus  des  Winkels ,  den  die 
Richtung  der  positiven  Normale  mit  der  Richtung  der  positiven  x 
einschliesst.  Dann  ist  zu  bemerken,  dass  für  Fig.  39  dieser  Co- 
sinus positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  das  Bogenelement  ds 
einem  in  die  Umschliessung  eintretenden  Parallelogramm  angehört 
oder  einem  austretenden.  Für  Fig.  40  gilt  die  entgegengesetzte 
Zeichenregel. 

Ein  solches  Parallelogramm  hat  die  Seiten  ds  und  Zx.  Seine 
Projection  auf  der  Himmelskugel  ist  ein  Parallelogramm,  dessen 
Grundlinie  und  Höhe  resp. 

—     sm  (r,  ds)     und     H-  — ~  cos  (;/;,  y) 

sind.      Man   sieht   also,   dass   der   Flächeninhalt   der  Projections- 
flgnr  auf  dei-  Himmelskugel  (abgesehen  vom  Vorzeichen) 
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=^ siu  (r,  ds)  cos  (ic-,  p) 

r       r 

ist.  Dieses  Product  hat  nun  aber  dasselbe  Vorzeichen  wie  cos{x,p). 
Folglich  ist  für  Fig.  39  das  Product  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  das  dadurch  ausgedrückte  Flächenelemerit  in  die  Um- 
schliessung  eintritt  oder  aus  ihr  heraustritt.  Und  die  entgegen- 
gesetzten Zeichen  ergeben  sich  bei  Fig.  40.  Man  bringt  also  in 
jedem  Falle  das  betreffende  Element  richtig  in  Rechnung,  wenn 
man  das  l'roduct  selbst  nimmt  mit  dem  ihm  eigenen  Vorzeichen. 
Folglich  ergibt  sich 

/ds 
—^  sin(>',  ds)  cos(a;,  p) 

und 

(2)  X  ^^  J  \  --^  sin(;',  ds)  cos(x',p). 

Hier  sind  ox  und  J  absolut  zu  nehmen.  Aus  der  Gleichung  (2) 
können  wir  auf  die  Kraftcomponente  schliessen ,  mit  welcher  ein 
einzelnes  Stromelement  ds  die  im  Punkte  {x\  y\  z')  concentrirte 
positive  Einheit  der  magnetischen  Masse  in  der  Richtung  der 
wachsenden  -x  in  Angriff  nimmt.  Diese  Kraftcomponente  in  der 
Richtung  der  wachsenden  x  ist  nemlich 

J  -^  sin  (>',  ds)  cos  (x-,  p). 

In  derselben  Weise  iinden  sich  die  Kraftcomponenten  in  der  Rich- 
tung der  wachsenden  y  und  resp.  der  wachsenden  z: 

J  ^2"  ^^^^  ('■'  ^*)  *^0S  (2;,  p). 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Gesammtkraft ,  welche  das  Strom- 
element ds  auf  den  Punkt  {x\  y',  z')  ausübt,  in  die  Richtung  von 
p  fällt,  d.  h.  in  die  positive  Normale  der  Ebene,  welche  durch 
das  Stromelement  'ds  und  den  Punkt  {x\  y%  z')  festgelegt  wird. 
Die  Grösse  dieser  Kraft  ist 

(3)  J  —^  sin  (r,  ds). 
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Die  positive  Normale  tritt  aus  der  Ebene  in  denjenigen  Raum,  in 
welchem  man  auf  der  Ebene  aufrecht  stehend  den  positiven  Strom 
von  rechts  nach  links  an  sich  vorüberfliessen  sieht. 

Diese  Regel  setzt  uns  in  den  Stand,  nach  Grösse  und  Rich- 
tung die  Kräfte  anzugeben,  welche  von  den  sämmtlichen  Strom- 
elementen eines  geschlossenen  galvanischen  Stromes  oder  auch 
von  mehreren  Strömen  auf  die  im  Punkte  (x\  ?/',  z')  befindliche 
Einheit  der  positiven  magnetischen  Masse  ausgeübt  werden.  Die 
einzelnen  Kräfte  setzen  sich  nach  dem  Gesetze  vom  Parallelogramm 
zusammen. 

§•  75. 

Das  Integral  j  {X  dx -{-  Yd]j-{-Zdz)  und  die  Stromintensität. 

Wir  betrachten,  wie  vorher,  einen  geschlossenen  linearen  Strom 
und  legen  eine  Fläche  S,  so  dass  die  in  sich  zurücklaufende  Strom- 
bahn deren  alleinige  und  vollständige  Begrenzung  bildet  (Fig.  41). 
Als  positive  Seite  der  Fläche  nehmen  wir  diejenige,  welche  dem 
Beobachter  zugekehrt  sein  muss,  damit  er  den  positiven  Strom 
in  der  Drehungsrichtung  des  Uhrzeigers  Hiessen  sehe.  Nach  dem 
magnetischen  Maass  gilt  für  die  Stromintensität  die  Gleichung: 


(1) 


4:1  J  =   CdV  =  C(Xdx-{-  Ydy-]-Zdz)  =    F+o  —  FL«, 


wenn  die  Integration  durch  eine  Curve  ausgedehnt  wird,  die,  ohne 
die  Fläche  IS  zu  durchschneiden,  von  einem  Punkte  auf  der  nega- 
tiven Seite  der  Fläche  nach  dem 
•^^^-  ^^-  unendlich  nahe  gelegenen  Punkte 

^ ---„^^  auf  der  positiven  Seite  führt.    Wir 

7r  \  legen  eine  Fläche  a  so,  dass  die- 

/  \        ser  Integrationsweg  ihre  alleinige 

^y"]^^  "~-^^,  \       Begrenzung  ausmacht.  DieseFläche 

/  !  -j-,  1      0  wird  von  der  Strombahn  durch- 

V^  \,^ ^  /      schnitten.    Wir  unterscheiden  bei 

\  -^        /        0    die  positive   und  die   negative 

V  J         Seite  in  der  "^V^eise,  dass  der  po- 

^^       ^^""""^  sitivc   Strom    von    der    negativen 

Seite  durch  die  Fläche  hindurch 
auf  die  positive  Seite  übertritt.  Wenn  man  also  auf  der  posi- 
tiven Seite  von  o   sich  aufrecht  hinstellt  und  dann  den  für  das 
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Integral  in  (1)  einzuschlagenden  Integrationsweg  durchläuft,  so 
hat  man  die  Fläche  o  zur  linken  Hand.  Oder  mit  anderen  Worten: 
vor  einem  Beobachter,  der  auf  der  positiven  Seite  der  Fläche  o 
aufrecht  steht,  führt  der  Integrationsweg  von  rechts  nach  links 
vorbei. 

Ist  J  von  der  Zeit  unabhängig,  so  gibt  es  die  algebraische 
Summe  der  Elektricitätsmengen  an,  welche  in  der  Zeiteinheit  von 
der  negativen  auf  die  positive  Seite  von  a  übergehen,  vermindert 
um  die  algebraische  Summe  derjenigen  Mengen ,  welche  in  der- 
selben Zeit  von  der  positiven  zur  negativen  Seite  übergehen.  Diesen 
Ueberschuss  berechnet  man  also  nach  der  Gleichung  (1),  indem 
man  das  Integral 

(2)  4-  fc^  dx-\-Ydy-\-Z  dz) 


fcj 


in  der  vorgeschriebenen  Richtung  durch  die  Begrenzung  von  o  er- 
streckt. Dies  gilt  auch  dann,  wenn  die  Fläche  a  von  der  Strom- 
bahn nicht  durchschnitten  wird.  Denn  in  solchem  Falle  ist  sowohl 
die  durch  a  hindurchgehende  Elektricitätsmenge  als  auch  das  In- 
tegral (2)  gleich  Null. 

Sind  mehrere  galvanische  Ströme  vorhanden,  welche  als  Com- 
ponenten  der  magnetischen  Kräfte  liefern 

^  -^li     ^21    ^2t 


so  ist  nach  dem  Gesetz  vom  Parallelogramm  zu  schreiben: 

(3)  y_  F^_|_y^_|_... 

und  es  gilt  dann  allgemein  der  Satz: 
Das  Integral 


-^  C{X  dx-^Yd^j-\-Z  dz), 


von  rechts  nach  links  durch  die  Begrenzung  von  a  erstreckt,  gibt 
an,  wie  viel  grösser  die  Elektricitätsmenge  ist,  welche  in  der  Zeit- 
einheit von  der  negativen  Seite  auf  die  positive  Seite  von  a  über- 
tritt, als  diejenige,  welche  während  derselben  Zeit  in  der  entgegen- 
gesetzten Richtung  durch  die  Fläche  o  hindurchgeht. 
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§•  76. 

Die  specifischen  Stromintensitäten  ausgedrückt  durch  die  Componenten 

der  elektromagnetischen  Kraft. 

Wir  wollen  den  Satz  des  vorigen  Paragraphen  auf  unendlich 
kleine  Flächenelemente  anwenden.  Wir  betrachten  zunächst  ein 
ebenes  Rechteck,  dessen  Seiten  dx  und  dy  resp.  zu  den  Axen  der 
X  und  der  y  parallel  laufen.  Der  dem  Anfangspunkte  zunächst 
gelegene  P^ckpunkt  soll  die  Coordinaten  x,  y,  z  haben.  Die  Ebene 
des  Rechtecks  liegt  normal  gegen  die  2;-Axe.  Die  specifische  Strom- 
intensität in  der  Richtung  dieser  Axe  ist  i.y  Folglich  geht  die 
Gleichung  (1)  des  vorigen  Paragraphen  hier  in  folgende  über 

4  TT  1*3  dx  dy  =^  j  {XdxAr  Y  dy  -\~  Z  dz). 


Das  Integral   auf  der   rechten  Seite  ist  in  positivem  Sinne  durch 

die  Begrenzung  des  Rechtecks  zu  erstrecken.    Wir  bezeichnen  die 

^.     ^„  Seiten  des  Rechtecks  (Fiq.  42) 

Flg.  42.  .  V     a        y 

SO,  wie  sie  bei  einem  po- 
sitiven Umlauf  auf  einander 
folgen,  mit  1,  2,  3,  4  und 
setzen  fest,  dass  die  Seite  1 
vom  Punkte  [x.,  y,  z)  nach 
dem  Punkte  (x  -\-  dx.,  y,  z) 
hinführen  soll.  Wir  geben 
ferner      den      Componenten 

^,  r,  Z  die  Indices  1,  2, 3,  4, 

um  anzudeuten,  dass  es  sich 
um  die  Werthe  in  den  gleichnamigen  Seiten  handelt.  Das  Integral, 
durch  die  Begrenzung  des  Rechtecks  genommen,  gibt  dann 


Nun  ist  aber 


^j  dx  -\-  Y^  dy  —  X.^  dx 


\\  dy. 


X,  =  X 


^3- 


Y, 


Y.= 


IX 

2ix 


^}h 


dx. 


Folglich  geht  das  Integral  über  in 


lY 


\  Ix 


— — I  dxdy 
■by  J  ^ 


^.v" 

Iz 

ÖX 

SZ 

Iz 

-bx 

^Y 

IX 

Die  specif.  Stromintensitäten  u.  dio  Comp,  der  elektromagn.  Kraft.     2ß9 

und  die  Gleichung  (1)  des  vorigen  Paragraphen  lautet  jetzt 

4  TT  ?q  dx  dti  =  I  ~ — )  dx  du. 

Zwei  cntsi^rcchende  Gleichungen  erhält  man ,  wenn  durch  den 
Punkt  {x,  ^,  z)  noch  zwei  ehene  Flächenelemente  normal  gegen  die 
Axen  der  x  und  der  y  gelegt  werden.    Die  Resultate  lauten: 

(1)  4^r,  = 

(2)  ^tA^  = 

(3)  4rz3  =    ^ 
^   '  ^  Ix  7>y 

Diese  Gleichungen  können  dazu  dienen,  für  die  Stelle  (a?,  ?/,  z)  die 
specifischen  Stromintensitäten  zu  berechnen,  wenn  die  Componenten 
der  von  den  galvanischen  Strömen  ausgeübten  magnetischen  Kraft 
gegeben  sind. 

§.  77. 

Die  Componenten  der  elektromagnetischen  Kraft  ausgedrückt  durch  die 

specifischen  Stromintensitäten. 

Es  werde  umgekehrt  die  Aufgabe  gestellt,  die  Componenten 
der  von  den  galvanischen  Strömen  ausgeübten  magnetischen  Kraft 
zu  bestimmen,  wenn  für  jede  Stelle  des  Raumes  die  specifischen 
Stromintensitäten  gegeben  sind.  Es  handelt  sich  also  darum,  die 
Functionen  X,  }^,  Z  so  zu  bestimmen,  dass  sie  den  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen genügen : 
,.,  IZ  lY  .      . 

^  '  Ix  ~by     ~  ^' 

Die  specifischen  Stromintensitäten  i\,  ?'2,  ^3  sind  nur  innerhalb  der 
von  Strömen  durcliflossenen  Leiter  von  Null  verschieden  und  im 
ganzen  übrigen  Räume  gleich  Null.  Da  wir  voraussetzen,  dass  die 
magnetischen  Kräfte  nur  von  den  galvanischen  Strömen  herrühren 
sollen,  nicht  aber  von  magnetischen  Massen,  so  ist  im  ganzen  un- 
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endlichen  Räume  die  partielle  Differentialgleichung  (6)  des  §.  G5 
erfüllt,  nemlicli: 

Noch  ist  anzumerken,  dass  in  unendlicher  Entfernung  die  magne- 
tischen Kräfte  gleich  Null  sind : 
(5)  X    ^Y    =  Z^  =  0. 

\'-'/  GO  CO  00 

Die  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  sind  nicht  völlig  unabhängig  von 
einander.     Sie  erfüllen  die  Bedingungsgleichung 

2>x  2iy  2iz 

Um   nun   unsere  Aufgabe   zu   lösen,   eliminiren   wir   zunächst 

Y  und  Z.     Dies   geschieht   dadurch,    dass   wir   in   Gleichung   (4) 

nach  X,   in  (3)  nach  — ?/,    in    (2)   nach   z   differenziren   und   die 

Resultate  links  und  rechts  addiren.     Auf  diese  Weise  ergibt  sich: 

Durch  Vergleichung  mit  §.  13,  (4)  gelangt  man  zu  einer  mecha- 
nischen Interpretation  des  gewonnenen  Resultates.  Danach  darf 
man  X  wie  die  von  einer  anziehenden  schweren  Masse  herrührende 
Potentialfunction  ansehen ,  wenn  im  Punkte  (;»,  ?/,  z)  die  Dichtig- 
keit der  Masse 

^  _  /ii2_  _  }H_\ 
\  "bz  Tiy  ) 

ist.    Es  ergibt  sich  also  ohne  weiteres: 
und  in  entsprechender  Weise: 

w         ^'  =  -/(l-^)4^' 

In  diesen  Gleichungen  bedeutet  dT  das  an  den  Punkt  (cc,  y,  z)  an- 
stossende  Raumelement,  r  ist  die  Entfernung  des  Punktes  [x'  y'  z') 
vom  Punkte  (cc,  ?/,  z)  und  X\  Y\  Z'  sind  die  Comi^ononten  der 
magnetischen  Kraft,  welche  auf  die  im  Punkte  (a;',  y\  z')  concen- 
trirte  positive  Einheit  der  magnetischen  Masse  ausgeübt  wird.  Die 
Integrationen  in  (0),  (7),  (8)  sind  über  die  sämmtlichen  von  gal- 
vanischen Strömen  durchflossenen  Leiter  auszudehnen. 
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§.  78. 
Fortsetzung:    Andere  Lösung  der  Aufgabe. 

Die  Aufgabe   des   vorigen  Paragraphen   lässt   sicli  auch  noch 


auf  einem  anderen  Wege  lösen.     Wir  setzen 
X 


i>U.^  3^3 


(1)  r  = 

z  = 


'hz  "by 

2iii^  2)11  ^ 

'bx  TlZ 


7>y  ~öx 

Diese  Ausdrücke  sind  so  beschaffen,  dass  sie  die  Gleichung  (4) 
des  vorigen  Paragraphen  von  selbst  erfüllen.  Die  Gleichungen 
(1),  (2),  (3)  des  vorigen  Paragraphen  geben  jetzt: 

S^ltj       .       b'^ll^  'h'^ll,^  b^U^ 

^2^'"'^  JjjJx  ~  bz SaT  ""      ^^^' 

32«,       ,       32m„  32?i,  32^ 


Durch  diese  partiellen  Diiferentialgleichungen  sind  die  Functionen 
u^,u^,u.^  noch  nicht  völlig  bestimmt.  Denn  angenommen,  man 
habe  eine  Lösung  i<j,  u^,  u^  gefunden,  so  bezeichne  man  mit 
F{x^  ?/,  z)  irgend  eine  Function  von  .-»,  ?/,  0,  die  mit  ihren  Derivirten 
endlich  und  stetig  variabel  ist.  Dann  genügen  auch  die  Functionen 
,    -hF  ,    IF  ,    -bF 

^   ^     Ix  ^   '     by  '^   '     bz 

den  partiellen  Differentialgleichungen  (2)  und  geben  vermöge  der 
Gleichungen  (1)  für  X,  Y,  Z  dasselbe  wie  die  Lösung  u^,u^,n^. 
Und  umgekehrt,  wenn  man  ausser  der  Lösung  ?/^,  74,  u^  noch  eine 
andere  Lösung   t/", ,  U.^^  U^  gefunden  hat,    so  sind  die  Differenzen 

f/|  —  u^ 

U^  —  u^ 

^Ai  —  «3 

die  partiellen  Derivirten  einer  und  derselben  Function  F  (.x,  y,  2;), 
resp.  nach  x,  nach  ?/,  nach  z  genommen.  Denn  aus  den  Gleichungen 
(2)  ergibt  sich  für  diese  Differenzen: 
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7)y  \  ^y  7)x  j 


HU, 


u 


;)  HU,-u,) 


HU, 


lux  hZ  I 


Isz 


~by 


HUt-j<il  _  HU,  -  u,)\ 

S^  Sa;  / 

3a?  \  307  7)z  j 


^^(t/^-   «2) Mf^3 

32/ 


30 


^\, 


5»  ( 

Diese    partiellen    Differentialgleichungen    sind    erfüllt,    wenn 
man  setzt: 

^(U^  —  u,)    ^   HU,-zJbl^ 
3?/  3« 

t)  ^{U,~n,) 


HU,- 

3z  3?/ 


3a? 


3^ 


Darin  spricht  sich  aber  aus,  dass  die  Differenzen  U^  —  ?;,,  U^^,  —  n^, 
U^  —  u^  die  resp.  nach  a?,  3/,  z  genommenen  Derivirten  einer  und 
derselben  Function  F  (a?,  ?/,  z)  sind. 

Um  nun  die  Functionen  u^^u.^^u^  völlig  zu  bestimmen,  darf 
man  noch  eine  Gleichung  hinzufügen.    Wir  wählen  die  Gleichung: 


Durch  sie  gehen  die  Gleichungen  (2)  in  folgende  über: 

411  ^i. 


32?<^  3^1« I    j^   32i<^ 


3a? 


3?/^ 


(4) 


3aj2 

32|/ 


4::  i.,, 


3a?2 


3       1     Ü^3_j_l!ü^    _    4_,- 


3^2 
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Diesen  partiellen  Differentialgleichungen  genügen  die  Lösungen: 

ij  dT 

r 
i    (1 T 

(5)  .,'     _  i      *2^^ 


■■■-/- 


r 
dT 


Hier  bedeuten  i^^i^.i^  die  specifisclien  Stromintensitäten  im  Punkte 
(,/;,  ?/,  0),  es  ist  cZT"  das  an  diesen  Punkt  anstossende  Raumelement 
und  r  die  Entfernung  desselben  Punktes  von  dem  Punkte  {x\  y\  z'). 
Mit  m',,  n\^  «3  sind  die  Werthe  von  ?/, ,  ii^^  u^  in  dem  letztgenannten 
Punkte  bezeichnet.  Die  Integrationen  hat  man  über  alle  von 
Strömen  durchflossenen  Leiter  auszudehnen. 

§.  79. 
Aufgabe  aus  der  Theorie  des  Erdmagnetismus. 

Wir  gehen  zu  der  Pieliandlung  einer  Aufgabe  über,  die  in 
der  Theorie  des  Erdmagnetismus  von  Wichtigkeit  ist. 

Ln  Innern  eines  einfach  zusammenhangenden  Köri^ers  sind 
magnetische  Massen  vorhanden,  deren  Vertheilung  man  nicht  kennt. 
Es  sollen  aber  für  jeden  Punkt  im  äusseren  Räume  die  Compo- 
nenten  Z,  Y,  Z  der  von  jenen  Massen  ausgeübten  magnetischen 
Kraft  bekannt  sein.  Diese  Componenten  sind  die  partiellen  De- 
rivirten  einer  Potentialfunction  F,  die  bis  auf  eine  additive  Con- 
stante  für  jeden  Punkt  des  äusseren  Raumes  eindeutig  bestimmt 
ist.  Der  Werth  der  additiven  Constanten  ergibt  sich  aus  der  Be- 
dingung, dass  in  unendlicher  Enti'ernung  die  Function  V  den  Werth 
Null  hat. 

Im  äusseren  Räume  ist  die  Function  V  nebst  ihren  sämmt- 
lichen  Derivirten  überall  endlich  und  stetig  variabel,  und  sie  ge- 
nügt an  jeder  Stelle  des  äusseren  Raumes  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 

(1)  ^-^  4-  ^—   4-  ^—  =  0 

Nun  lässt  sich  die  Function  V  in  unendlich  mannichfaltiger  Weise 
ins  Innere  des  gegebenen  Körpers  stetig  fortsetzen,  d.  h.  so,  dass 
sie  im  Innern  endlich  und  stetig  variabel  ist,  und  dass  sie  in  jedem 
Punkte  der  Oberfläche  den  dort  gegebenen  Werth  annimmt.    Jede 

Schwere,  Elektricität  u.  Magnetismus.  ]^g 
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solche  Fortsetzung  liefert  dann  für  einen  inneren  Punkt  im  all- 
gemeinen einen  anderen  Werth  der  Summe 

Diese  Summe,  durch  4  -  dividirt,  gibt  ahcr  die  magnetische  Dich- 
tigkeit in  dem  betreffenden  Punkte  an.  Es  gibt  also,  wie  man 
sieht,  unendlich  viele  Vertheilungen  magnetischer  Massen  im  Innern 
des  Körpers,  so  beschaffen,  dass  sie  die  im  ganzen  äusseren  Räume 
vorgeschriebenen  magnetischen  Wirkungen  zu  Stande  bringen. 

Nun  kann  man  aber  den  Fall  besonders  ins  Auge  fassen,  dass 
im  ganzen  inneren,  wie  im  äusseren  Paume  keine  magnetischen 
Massen  und  keine  galvanischen  Ströme  vorhanden  sind.  Es  ent- 
stehen dabei  zwei  Fragen,  nemlich: 

1)  Können  die  im  äusseren  Räume  vorgeschriebenen  magne- 
tischen Wirkungen  dadurch  hervorgebracht  werden,  dass  in  der 
Oberfläche  des  Körpers  keine  galvanischen  Ströme ,  sondern  nur 
magnetisclie  Massen  vertheilt  sind? 

2)  Können  jene  Wirkungen  dadurch  zu  Stande  kommen,  dass 
in  der  Oberfläche  des  Körpers  keine  magnetischen  Massen,  sondern 
nur  galvanische  Ströme  auftreten? 

Jede  dieser  beiden  Fragen  ist  besonders  zu  behandeln.  Es 
wird  sich  finden,  dass  in  dem  einen  wie  in  dem  anderen  Falle 
eine  einzige  bestimmte  Vertheilung  des  Magnetismus,  resp.  der 
Ströme  das  Verlangte  leistet. 

Zunächst  sind  die  Pedingungsgleichungen  aufzustellen,  in  denen 
sich  ausspricht,  dass  im  Innern  des  Körpers  keine  magnetischen 
Massen  und  keine  galvanischen  Ströme  vorhanden  sind.  Dazu  wird 
erfordert,  dass  im  Innern  des  Körpers  an  jeder  Stelle 

^^  Ix  ^  ly    ^    -bz 

sei,  und  dass  ebenfalls  im  Innernan  jeder  Stelle  die  drei  Gleichungen 

erfüllt  seien: 

1^_^  _ 
"bz  ~by  ' 

"by  bx 
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In  Folge  dieser  Gleichungen  (2)  und  (3)  sind  X,  F,  Z  im  Innern 
des  Körpers  die  partiellen  Derivirten  einer  Function   F,   nemlicli: 

(4)  x=ll,    r=-f-,    z  =  ll, 

dCC  3?/  Sz 

und   diese  Function   F  genügt   im  Innern   des  Körpers   der  i^ar- 
tiellen  DiiTerentialgleichung  (1). 

Wir  bezeichnen  mit  &  die  Oberfläche  des  Körpers.  In  einem 
Punkte  (sc,  ?/,  z)  derselben  werde  die  Normale  nach  aussen  und 
nach  innen  gezogen,  und  eine  auf  derselben  abgetragene  Strecke 
p  nach  aussen  positiv,  nach  innen  negativ  gerechnet.  Durch 
/>  =  -}-  ö  i  resp.  p  =  ■ — ^  0  soll  ausgedrückt  werden ,  dass  es  sich 
um  einen  Punkt  auf  der  Normale  handelt,  welcher  ausserhalb,  resp. 
innerhalb  des  Körpers  unendlich  nahe  an  der  Oberfläche  liegt. 
Die  Werthe  der  Function  V  und  ihrer  ersten  Derivirten  in  einem 
solchen  Punkte  mögen  durch  den  angehängten  Index  -|~  0  resp. 
—  0    bezeichnet    werden.     Es    ist    zu   bemerken,    dass    Vj^i^  und 

\— — )     für  ieden  Punkt  der  Oberfläche  aS  bekannt  sind. 

§.  80. 

Fortsetzung:     Fingirte  Vertheilung   magnetischer  Massen   in  der  Ober- 
fläche des  Magnets. 

Zunächst  sollen  die  im  äusseren  Haume  gegebenen 
magnetischen  Wirkungen  dadurch  hervorgebracht  werden, 
dass  magnetische  Massen  nur  in  der  Oberfläche  des  Kör- 
pers vertheilt  sind,  und  keine  galvanischen  Ströme  auf- 
treten. 

Dies  Problem  lässt  sich  folgendermaassen  formuliren: 
Die  Function  F  ist  für  jeden  Punkt  im  äusseren  Räume  ge- 
geben. Sie  ist  daselbst  mit  allen  ihren  Derivirten  überall  endlich 
und  stetig  variabel  und  genügt  der  partiellen  Difierentialgleichung 
(1)  des  vorigen  Paragraphen.  Die  Function  F  soll  für  das  Innere 
des  Körpers  so  bestimmt  werden,  dass  sie  darin  der  partiellen 
DiiTerentialgleichung 

1%Y        -^ly        2)27 

Genüge  leiste,   dass   sie  nebst  ihren  Derivirten  im  Innern  endlich 
und  stetig  variabel  sei,  und  dass  an  jeder  Stelle  der  Oberfläche 

18* 
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(2)  F_o  -=   V+o 
sei. 

Die  Gleiclmng  (1)  sagt  aus,  dass  im  Innern  keine  magnetischen 
Massen  und  keine  Ströme,  die  Gleicluing  (2),  dass  in  der  Ober- 
fläche keine  Ströme  vorhanden  sind. 

Diese  Aufgabe  ist  im  §.  21  gelöst,  und  im  §.  34  ist  bewiesen, 
dass  es  immer  eine  und  nur  eine  Auflösung  gibt.  Hat  man  die- 
selbe gefunden,  so  ergibt  sich  die  Dichtigkeit  der  magnetischen 
jMassen  in  einem  Punkte  (x,  ?/,  z)  der  Oberfläche  nach  §.  65  (9) 
aus  der  Gleichung: 

§.  81. 
Fortsetzung:  Fingirte  galvanische  Ströme  in  der  Oberfläche  des  Magnets. 

Wir  gehen  zu  der  zweiten  Aufgabe  über.  Die  im  äusseren 
Ilaume  gegebenen  magnetischen  Wirkungen  sollen 
dadurch  zu  Stande  kommen,  dass  galvanische  Ströme 
nur  in  der  Oberfläche  des  Körpers  auftreten  und  nir- 
gends magnetische  Massen  vorhanden  sind. 

Diese  Aufgabe  formulirt  sich  wie  folgt: 

Die  Function  V  ist  für  jeden  Punkt  im  äusseren  Räume  in 
derselben  W^eise  gegeben,  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe.  Ihre  Fort- 
setzung soll  für  das  Innere  des  Körpers  so  bestimmt  werden, 
dass  sie  darin  der  partiellen  Differentialgleichung 

Genüge  leistet,  dass  sie  nebst  ihren  Derivirten  im  Innern  endlich 
und   stetig   variabel  sei ,   und  dass  an  jeder  Stelle  der  Oberfläche 

sei. 

Die  Gleichung  (1)  sagt  aus,  dass  im  Innern  keine  magneti- 
schen Massen  und  keine  Ströme,  die  Gleichung  (2),  dass  in  der 
Oberfläche  keine  magnetischen  Massen  vorhanden  sind. 

Aus  der  Gleichung  (1)  folgt  noch 

(3)  fNda  =  0, 


/' 
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wenn  das  Integral  über  die  Oberfläche  des  Körpers  erstreckt  wird. 
Um  dies  zu  beweisen,  errichten  Avir  im  Punkte  {x,  y,  z)  der  Ober- 
fläche nach  innen  zu  die  Normale  und  bezeichnen  eine  von  jenem 
Punkte  aus  darauf  abgetragene  Strecke  mit  n,  so  dass  n  ^^  p 
ist  für  negative  Werthe  von  /^  Durch  AnAvendung  des  in  §.  19 
(4)  entwickelten  Ilülfsatzes  ei'hält  man 


ffß 


Dabei  ist  das  Integral  links  über  den  ganzen  Körper,  das  Integral 
rechts  über  seine  Oberfläche  auszudehnen.  Beachtet  man  aber  die 
Gleichungen  (4)  des  §.  79,  so  lässt  sich  die  letzte  Gleichung  so 
schreiben: 


4-  ^-.r-  4-  --Toi  (^^  dy  dz  =  —  j    - —  d(. 


1 — : — „ — I — :-  .  I  cix  av  az  =  —  i  -i —  ao. 


Nun  ist  aber  vermöge  der  Gleichung  (1)  die  linke  Seite  gleich 
Null.     Es  ist  ferner 

^^  /^^\  AT 

Setzt  man  dieses  ein,  so  erlangt  man  die  zu  beweisende  Glei- 
chung (3). 

Es  kommt  nun  darauf  au,  zu  beweisen,  dass  es  immer  eine, 
und  nur  eine  Function  V  gibt,  die  deu  aufgestellten  Bedingungen 
Genüge  leistet.  Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  mit  ti  eine  ein- 
werthige  Function  von  x,  y,  z,  über  die  nichts  weiter  festgesetzt  wird, 
als  dass  sie  selbst  und  ihre  ersten  Derivirten  im  Innern  des  Kör- 
pers überall  endlich  und  stetig  variabel  sein  sollen.  Solcher  Func- 
tionen gibt  es  unendlich  viele.  Folglich  kann  auch  das  über  den 
Körper  ausgedehnte  Integral 

(5)         ^U«)^///|0+(|)+©>^'%''^ 

unendlich  viele  verschiedene  Werthe  annehmen.  Welche  Function  u 
man  aber  auch  nehmen  möge ,  immer  wird  der  Werth  von  Q  (u) 
positiv  und  endlich  ausfallen.  Das  P>ste  ergibt  sich  aus  der  Form 
des  Integrals,  das  Andere  folgt  unmittelbar  aus  der  Voraussetzung. 
Wir  wollen  nur  solche  Functionen  u  in  Betracht  ziehen,  von  denen 
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keine  zwei  in  constanteni  Verhältniss  zu  einander  stehen.  Diese 
Beschränkung  wird  eingeführt  durch  die  Nebenbedingung,  dass 
das  Oberflächen-Integral 

(6)  fu  Nda  ^  A 

sein  soll.  Unter  A  verstehen  wir  eine  von  Null  verschiedene  Con- 
stante,  deren  Grösse  vorläufig  unbestimmt  bleiben  möge. 

Bezeichnen   wir   eine   von   den  unendlich  vielen  Functionen  n 
mit  V,  so  lässt  jede  andere  sich  in  die  P'orm  bringen 

u  ■=  V  -^  h  s, 
wenn   h  eine  passend  zu  wählende  Constante  bedeutet  und  s  eine 
Function,   die   im  Innern  des  Körpers  an  dieselbe  Bedingung  ge- 
knüpft ist  wie  die  Functionen  u,  mit  der  aus  (6)  hervorgehenden 
Nebenbedingung,  dass  das  Oberflächen-Integral 


(7)  /, 


sNdo  ---=  0. 


Da  die  Werthe  von  Q.  («)  endlich  und  positiv  sind,  so  gibt  es  unter 
den  Integralen  (5),  bei  denen  die  Nebenbedingung  (G)  erfüllt  ist, 
mindestens  ein  Minimum.  Wir  bezeichnen  mit  v  die  Function, 
welche  dieses  Minimum  zu  Stande  bringt.  Dann  lässt  sich  jede 
andere  Function  ii  in  die  Form  bringen 

ti  =  V  -\-  h  s, 

und  wenn  man  nun  h  unendlich  klein  annimmt,  so  lautet  die  Be- 
dingung des  Minimum 

(8)  Q  (v)  <  Q  (v  -f  h  s). 

Das  Integral  ii  {v  -f-  h  s)  lässt  sich  in  derselben  Weise  entwickeln 
wie  in  §.  34.     Wir  erhalten 

(9)  Q(y-\-hs) 

=  ü(v)Jr2hf  C  f(^  l'-  +  ''-  ''-  4-  ^--  ^^ )  d.  dy  dz 
^  ^    '  J    j    j   \lx  Ix    ^     ly  ly  ^  Iz   ^z  J  -^ 

-f  Ä2  Q  {s). 

Auf  der  rechten  Seite   dieser  Gleichung   wollen    wir   den  zweiten 

Bestandtheil  nach  §.  20  transformiren.     Es  findet  sich 
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Nun  kommen  aber  nur  solche  Functionen  s  in  Betracht,  welclie 
die  Nebenbedingung  (7)  erfüllen.  Um  diese  mit  zu  berücksichtigen, 
multipliciren  wir  ihre  beiden  Seiten  mit  einer  vorläufig  noch  un- 
bestimmten Constanten  Grösse  k,  ferner  mit  2  h  und  verbinden  das 
llesultat  mit  (10)  durch  Addition.  Dadurch  findet  sich,  dass  bei 
Gültigkeit  der  Gleichung  (7)  die  Gleichung  (ü)  in  folgende  übergeht: 

(11)  Q(v-}-hs) 

=  Q(v)  —  2h  Cs{^^^~kNJdo 

-  ^  ^fff'  C^  +  s7^  +  ^)  ^"  ^^  ^' 

Dies  gilt  für  jeden  Werth  der  Constanten  h.  Soll  für  ein  unendlich 
kleines  h  die  Bedingung  (8)  erfüllt  sein ,  so  muss  der  Inbegriff 
dessen,  was  auf  der  rechten  Seite  von  (11)  mit  2  h  multiplicirt  ist, 
gleich  Null  gesetzt  werden.    Dazu  ist  nöthig  und  hinreichend,  dass 

sei  an  jeder  Stelle  im  Innern  des  Körpers  und 

(13)  ^  =.  kN 

dn 

in  jedem  Punkte  seiner  Oberfläche. 
Setzen  wir  dann 

(14)  F  =  -  1  ^, 

so  genügt  die  Function   V  allen  aufgestellten  Bedingungen. 

Die  Constante  k  ist  von  dem  Werthe  der  Grösse  A  abhängig, 
jedenfalls  aber  von  Null  verschieden.  Denn  angenommen,  es  wäre 
A;  =  0,   so   müsste   vermöge   der  Gleichung  (13)  in  jedem  Punkte 

der  Oberfläche   '—  =  0  sein.    Man  hätte  also,  wenn  man  dies  und 
dn 

die  Gleichung  (12)  beachtet: 

-/"  I«  ^^  ~jjj'  |S  +  jp + v^}  ''^  '^y ''"  =  °- 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  geht  aber  durch  die  Transfor- 
mation des  §.  20  hervor  aus  dem  Integral 
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Dieses  Integral  müsste  also  den  Wertli  Null  haben,  was  nicht  anders 
möglich  ist,  als  Avenn  man  v  =  const.  setzt.  Hieraus  würde  aber 
ohne  weiteres  folgen: 

I  V  N  da   =  c  I  Ndo  =  0 

nach  Gleichung  (3),  und  das  steht  mit  der  Nebenbedingung  (6)  im 
Widerspruch.     Demnach  muss  k  von  Null  verschieden  sein. 

Es  bleibt  noch  zu  beweisen,  dass  es  ausser  v  keine  andere 
Function  gibt,  welche  unter  der  Bedingung  (6)  das  Integral  (5) 
zu  einem  ^linimum  macht.  Angenommen,  es  wäre  u=--v-}-s  eine 
Function,  die  dies  leistete,  so  würde  sie  die  Bedingung  erfüllen: 

(15)  ß  (y  -f  s)  ^  ii  (v  -f  h  6-), 

wenn  hier  die  Constante  h  unendlich  nahe  an  1  genommen  wird. 
Nun  ist  aber  nach  den  Gleichungen  (11),  (12)  und  (13): 

Q  (ü  -f  h  S)    =    Q  ('y)  -}-  /i2  Q  (s), 

9.  (ü  -4-  s)  =  ü  (v)  --f  Q  (s). 
Folglich  lautet  die  Bedingung  (15)  jetzt: 

(16)  ß  {s)  <  A2  ii  (,.). 

Man  darf  aber  die  Constante  h^,  welche  hier  unendlich  nahe  an 
1  liegen  soll,  nicht  bloss  grösser,  sondern  auch  kleiner  als  1  nehmen, 
und  deshalb  kann  die  Bedingung  (16)  nur  dadurch  erfüllt  werden, 
dass  man  setzt: 

ü  (s)  =  0,     d.  h.  s  =  const. 

Sieht  man  von  einer  willkürlichen  additiven  Constanten  ab,  so  ist 
demnach  v  die  einzige  Function,  welche  unter  Innehaltung  der 
Nebenbedingung  (6)  das  Integral  (5)  zu  einem  Minimum  macht. 
Endlich  kann  man  noch  den  Zusammenhang  zwischen  k  und 
A  aufsuchen.    Es  ist  schon  bewiesen,  dass 

= ~  j  j  j '  ^^  '^  V^" + ^^')  '^'^  "^y  ^" 

C  ^"^  1 

—   I   V  "      da. 
J       ^'' 
Das   dreifache   Integral   links    ist   das   Minimum   ü  {v).     Auf  der 
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in 


rechten  Seite  fällt  das  dreifache  Integral  heraus  wegen  der  Glei- 
chung (12).  Zieht  man  also  noch  die  Gleichung  (13)  heran,  so 
geht  die  letzte  Gleichung  über  in 

Q(v)  ^  —k  CvNdo, 

ß  (ü)  =  —  Ä;  J. 
Da  wir  über  Ä  noch  disponiren  können,  so  dürfen  wir 

Ä  =  Q{v) 
setzen  und  erhalten  aus  (14): 
(17)  V  =  V. 

Es  gibt  also,  abgesehen  von  einer  additiven  Constanten,  nur  eine 
Function  F,  welche  den  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  aufgestellten 
Bedingungen  Genüge  leistet. 

Der  Satz  ist  nur  dann  gültig,  wenn  der  gegebene  Körper  ein- 
fach zusammenhangend  ist. 

§.  82.- 
Fortsetzung:     Die  Strömungslinien. 

Hat  man  bei  der  Behandlung  der  Aufgabe  des  vorigen  Para- 
graphen die  Function  V  für  das  Innere  des  Körpers  bestimmt,  so 
bleibt  noch  übrig,  die  Strömung  in  der  Oberfläche  S  zu  unter- 
suchen.   Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  in  der  Oberfläche  (Fig.  43) 

eine    beliebige,    sich    selbst 
^^^-  ^^-  nicht  durchschneidende  Cur- 

ve  vom  Punkte  1  nach  dem 
Punkte  2.  Als  positive  Seite 
derselben  betrachten  wir  die- 
jenige, die  zur  linken  Hand 
liegt,  wenn  man  auf  der 
Aussenseite  der  Oberfläche  S 
die  Curve  von  1  nach  2  durch- 
läuft. Wir  legen  ferner  eine  begrenzte  Fläche  7",  welche  die  Ober- 
fläche S  längs  der  Curve  1  2  durchschneidet.  Die  Curve  1  2  zer- 
legt diese  Fläche  T  in  zwei  getrennte  Theile,  von  denen  der  eine 
ausserhalb,  der  andere  innerhalb  des  gegebenen  Körpers  liegt. 
Als  positiven  Umlauf  durch  die  Begrenzung  von  T  bezeichnen  wir 
denjenigen,  welcher  ausserhalb  des  Körpers  von  1  nach  2  und  inner- 
halb von  2  nach  1  führt. 
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Um  die  Elektricitätsmenge  J  zu  finden,  welche  in  der  Zeit- 
einheit durch  die  Curve  1  2  von  ihrer  negativen  auf  die  positive 
Seite  mehr  überströmt  als  umgekehrt,  haben  wir  nach  §.  75  das 
Integral  ^ 

in  positiver  Richtung  durch  die  Begrenzung  von  T  zu  erstrecken. 
Es  ergibt  sich  für  den  Integrationsweg  12  ausserhalb  des  Körpers: 


/' 


dV  =^  (nV~+o-(Fj)^.+o, 
und  für  den  Integrationsweg  2  1  innerhalb:. 

F+0-  F_o=  47:  W, 


Setzen  wir  also 

(1) 

so  erhalten  wir 

(2)  J  =   W^-~  W,. 

Man   kann   nun   in  der  Fläche  /S  ein  System  von  in  sich  zu- 
rücklaufenden Linien   ziehen  (Fig.  44),   so    dass  in  einer  und  der- 
selben Linie  W  einen 
Fig-44.  Constanten  Werth  hat, 

der  sich  ändert,  wenn 
man  von  einer  Linie 
zur  anderen  übergeht. 
Durch  eine  solche 
Linie  strömt  in  der 
Zeiteinheit  immer 
ebenso  viel  Elektri- 
cität  von  der  einen 
auf  die  andere  Seite  wie  umgekehrt.  Das  kommt  auf  dasselbe 
hinaus,  als  ob  man  sagt:  durch  eine  solche  Linie  geht  gar  keine 
Elektricität  hindurch.  Diese  Linien  sind  also  die  Strömungs- 
linien.    Für  zwei  solche  Linien: 

IF=- 

W  = 
gibt  die  Differenz 


W=W. 


TFo 


W, 


die  Stromintensität  der  zwischen  ihnen  sich  bewegenden  Elek- 
tricität an. 
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Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Function  W  ebenso  mit  einer 
willkürliclien  additiven  Constunten  behaftet  ist  wie  die  Function  V  des 
vorigen  Paragraphen.  Auf  die  Differenz  W^  —  W^  übt  aber  diese 
Constante  gar  keinen  Einfluss,  weil  sie  in  Minuend  und  Subtra- 
hend dieselbe  ist.  Es  gibt  also  nur  ein  System  von  Strömungs- 
linien und  zwischen  irgend  welchen  zwei  Linien  dieses  Systems 
nur  eine  bestimmte  Stromintensität. 

Nehmen  wir  in  der  Oberfläche  S  ein  unendlich  kleines  Linien- 
element ds,  so  ist 

Ds 


Ws-\-ds—  Ws    =    -T—  ds 


die  Elektricitätsmenge ,  welche  in  der  Zeiteinheit  normal  gegen 
das  Linienelement  von  der  negativen  auf  die  positive  Seite  des- 
selben übertritt,  vermindert  um  die  pjlektricitätsmenge ,  welche  in 
derselben  Zeiteinheit  in  entgegengesetzter  Richtung  hindurchgeht. 
Diese  Grösse,  dividirt  durch  ds,  nennen  wir  die  specifische  Strom- 
intensität in  der  gegen  das  Linienelement  normalen  Richtung. 
Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  i,  so  ist  demnach 

Die  Erde  ist  ein  einfach  zusammenhangender  Körper.  Auf 
sie  lassen  sich  also  die  Untersuchungen  der  §§.  79  bis  82  anwenden. 
Um  die  im  äusseren  Räume  beobachteten  magnetischen  Wirkungen 
auf  ihren  Grund  zurückzuführen,  kann  man  unendlich  viele  ver- 
schiedene Vertheilungen  magnetischer  Massen  im  Innern  der  Erde 
annehmen.  Dieselben  lassen  sich  aber  ersetzen  durch  eine  einzige 
Vertheilung  magnetischer  Fluida  an  der  Oberfläche  oder  durch 
eine  einzige  Anordnung  galvanischer  Ströme  an  der  Oberfläche. 

Die  Vertheilung  von  magnetischen  Flüssigkeiten  an  der  Ober- 
fläche der  Erde  ist  nur  eine  ideale.  Dagegen  können  die  galva- 
nischen Ströme  in  der  Oberfläche  wirklich  vorhanden  sein.  Wollte 
man  die  äusseren  magnetischen  Wirkungen  allein  aus  magnetischen 
Massen  im  Innern  der  Erde  erklären,  so  müssten  dieselben  in 
enormen  Quantitäten  vorhanden  sein.  Dagegen  reichen  schon  sehr 
schwache  galvanische  Ströme  in  der  Oberfläche  hin,  um  jene 
äusseren  magnetischen  Wirkungen  hervorzubringen.  Nur  muss  für 
die  Ströme  eine  fortdauernde  elektromotorische  Kraft  nachge- 
wiesen werden. 
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§.  83. 
Mehrfach  zusammenhangende  Körper. 

Wir  wollen  jetzt  einen  mehrfach  zusammenhangenden  Körper 
genauer  betrachten.  Ein  Körper  heisst  einfach  zusammenhangend, 
wenn  sich  in  keiner  Weise  eine  Schnittfläche  hindurchlegen  lässt, 
durch  welche  er  nicht  in  völlig  getrennte  Stücke  zerfiele.  Lässt 
sich  ein  Körper  durch  q  Schnittflächen  in  einen  einfach  zusammen- 
hangenden verwandeln,  so  nennen  wir  ihn  {q -\-  l)fach  zusammen- 
hangend. Für  einen  solchen  Körper  ist  auch  der  äussere  Raum 
mehrfach  zusammenhangend,  und  zwar  wie  jener  {q^\)i.i\.d\,  falls 
der  Körper  selbst  vollständig  begrenzt  im  endlichen  Gebiete  liegt. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  haben  wir  zunächst  das  Schema 
eines  mehrfach  zusammenhangenden  Körpers  herzustellen.  Als 
solches  bietet  sich  das  Drahtsystem  des  §.  62  dar,  wenn  wir  (um 
nicht  einen  besonderen  Fall  im  Auge  zu  haben)  die  Querschnitte 
aller  Drähte  in  zwei  Dimensionen  endlich  voraussetzen.    Wir  nume- 

riren   die   sämmtlichen  m   einzel- 


Fig.  45. 


nen  Drahtzweige  und  die  sämmt- 


lichen n  Knoten.  Der  zu  führende 
Beweis  beruht  auf  Abzahlungen, 
die  der  Einfachheit  wegen  an 
einer  ebenen  Hülfsfigur  ausgeführt 
werden  können.  Wir  nehmen  in 
der  Ebene  in  endlicher  Entfer- 
nung von  einander  ebenso  viel 
Punkte,  als  das  Drahtsystem  Knoten 
hat.  Je  ein  Punkt  der  Ebene  und 
der  gleichnumerirte  Knoten  des 
Drahtsystems  entsprechen  einan- 
der. Die  Punkte  der  p]bene  sollen 
nun  durch  gerade  Linien  so  verbunden  werden,  dass  je  einer  solchen 
Linie  ein  besonderer  einzelner  Drahtzweig  entspricht  und  umge- 
kehrt, und  dass  Anfangs-  und  Endpunkt  irgend  einer  Linie  resp. 
den  Knoten  correspondiren ,  zwischen  denen  der  der  Linie  ent- 
sprechende Drahtzweig  liegt.  Da  über  die  gegenseitige  Lage  der 
Knotenpunkte  in  der  Ebene  nichts  vorausgesetzt  ist,  so  kann  man 
sie  immer  so  anordnen,  dass  keine  von  den  Verbindungslinien 
zwischen  ihrem  Anfangs-  und  ihrem  Endpunkte  von  einer  anderen 
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Fig.  46. 


durchschnitten  wird,  und  dass  keine  zwei  Linien,  die  in  einem 
Knotenpunkte  zusammenstossen,  einen  Winkel  von  genau  180"  ein- 
schliessen  (Fig.  45). 

Die  ebene  Hülfsfigur  besteht  nun  aus  einem  Polygon,  dessen 
sämmtliche  Eckpunkte  Knotenpunkte  sind,  und  welches  die  übrigen 
Knotenpunkte  in  seinem  Innern  enthält.  Ein  Theil  der  gezogenen 
Linien  bildet  die  Begrenzung  des  Polygons,  die  übrigen  liegen  im 
Innern  und  zerlegen  dasselbe  in  eine  noch  näher  zu  bestimmende 
Anzahl  einzelner  Figuren. 

Zerschneidet  man  jede  Linie  der  Figur  45  an  einer  zwischen 
den  Knotenpunkten  liegenden  Stelle  und  schreibt  vor,  dass  beim 
stetigen  Durchlaufen  des  Liniensystems  keine  Schnittstelle  über- 
schritten werden  darf,  so  zerfällt  dasselbe  in  n  einfach  zusammen- 
hangende Systeme,  von  denen  jedes  einen  Knotenpunkt  in  sich 
enthält.  In  der  That  kann  man  von  jedem  Knotenpunkte  aus  auf 
allen  von  dort  auslaufenden  Linien  sich  stetig  fortbewegen,  auf 
jeder   aber   nur  bis   an   die   Schnittstelle.     Lässt   man   nun   einen 

Schnitt  fallen,  so  werden  dadurch 
die  beiden  einfach  zusammen- 
hangenden Systeme,  welche  da- 
selbst an  einander  stossen,  zu 
einem  einzigen  einfach  zusammen- 
hangenden Systeme  vereinigt.  Oder 
mit  anderen  Worten:  durch  die 
Aufhebung  eines  Schnittes  wird 
die  Anzahl  der  einfach  zusammen- 
hangenden Liniensysteme  um  1 
vermindert.  Will  man  also  nur 
ein  einziges  einfach  zusammen- 
hangendes System  behalten,  so 
muss  man  n—  1  Schnitte  beseitigen. 
Das  gegebene  Liniensystem  wird  demnach  durch  m  —  n-\-\  Schnitte 
im  Innern  der  Linien  in  ein  einfach  zusammenhangendes  System 
verwandelt. 

In  Fig.  45  seien  nun  a  äussere  Knotenpunkte  vorhanden,  folg- 
lich auch  a  äussere  Piegrenzungslinien.  Um  die  Anzahl  der  einzelnen 
Figuren  zu  betimmen,  in  welche  das  a-Eck  durch  die  inneren  Linien 
zerlegt  wird,  ziehen  wir  in  jeder  Figur,  die  mehr  als  drei  Seiten  hat, 
von  einem  Punkte  aus  die  Diagonalen,   (Sie  sind  in  Fig.  46  punktirt.) 
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Dadurch  zerfallen  die  inneren  Figuren  in  lauter  Dreiecke,  deren 
Anzahl  leicht  aus  ihrer  Winkelsumme  bestimmt  werden  kann.  Die 
Summe   der  Winkel   an   den   äusseren  Knotenpunkten  ist  nemlich 

=  {a  —  2)2R- 
und  an  den  inneren  Knotenpunkten 

=  {n  —  a)  4  R, 


Folglich  haben  wir 
Dreiecke  und 


2  (w  —  1) 


6  {n  —  1)  —  4a 
innere  Dreiecksseiten.     Dabei   ist  jede   innere  Linie   der  Fig.  46 
doppelt  gezählt.     Die  Anzahl  dieser  inneren  Linien  ist  also 

3  (w  —  1)  —  2a. 
In  der  ursprünglichen  Fig.  45  sind  aber  nur 

in  —  a 
innere  Linien  vorhanden.     Folglich  hat  man  in  Fig.  46 
3  (w  —  1)  —  a  —  m 

punktirte  Linien,  die  wieder  weggenommen  werden  müssen,  wenn' 
man  auf  die  ursprüngliche  Figur  zurückkommen  will.  Durch  jede 
weggenommene  punktirte  Linie  werden  zwei  benachbarte  Figuren 
zu  einer  einzigen  vereinigt.  Die  Anzahl  der  einzelnen  Figuren,  in 
welche  das  a-Eck  der  Fig.  45  durch  die  inneren  Linien  zerlegt 
wird,  ist  demnach 

2  (ji  —  1)  —  a  —  { 3  (w  —  1)  —  a  —  m) 
=  m  —  n  -{-  1. 

Nun  entspricht  jedem  Schnitt  im  Innern  der  Linien  von  Fig.  45 
eine  Querschnittsfläche  im  Innern  des  gegebenen  Drahtsystems. 
Dasselbe  wird  also  durch  m  —  n  -\-  1  Quersclmittsflächen  in  einen 
einfach  zusammenhangenden  Körper  verwandelt.  Jeder  einzelnen 
einfachen  Figur  in  45  entspricht  eine  Querschnittsfläche  im  äusseren 
Räume.  Die  Anzahl  dieser  Querschnittsflächen  ist  demnach  auch 
m  —  n  -|-  1.  Sind  sie  alle  vorhanden,  so  besitzt  der  äussere  Raum 
noch  vollen  Zusammenhang.  Denn  man  kann  von  einem  Punkte 
auf  der  einen  Seite  irgend  eines  Querschnittes  nach  allen  Punkten 
auf  der  einen  wie  auf  der  andern  Seite  jedes  Querschnittes  ge- 
langen, ohne  den  äusseren  Raum  zu  verlassen.  Wollte  man  aber 
im  äusseren  Räume  nocli    eine  neue  Querschnittsfläche  legen,   so 
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würde  er  dadurch  in  zwei  getrennte  Stücke  zerfallen.  Der  ge- 
gebene Körper  und  der  äussere  Raum  sind  also  beide  (m  ?/-|-2)- 
fach  zusammenhangend. 

Aus  dem  Gange  des  Beweises  ersieht  man  zugleich,  dass  der 
gegebene  Körper  in  mannichfaltiger  Weise  in  einen  einfach  zu- 
sammenhangenden zerlegt  werden  kann.  Die  Anzahl  der  Quer- 
schnitte ist  aber  bei  allen  Zerlegungen  dieselbe. 

Nach  dieser  Einschaltung  kehren  wir  zu  der  Untersuchung 
des  §.  81   zurück. 

§•  84. 
Die  Aufgabe  des  §.  81  für  einen  mehrfach  zusammenhangenden  Körper. 

Die  Aufgabe  des  §.  81  soll  jetzt  unter  der  Voraussetzung  be- 
handelt werden,  dass  der  gegebene  Körper  (q -{-  l)fach  zusammen- 
hangend ist. 

Wir  zerlegen  zunächst  den  äusseren  Raum  durch  q  Quer- 
schnittsflächen -Sp  ^2,  .  .  .  Sq  in  einen  einfach  zusammenhangen- 
den und  setzen  fest,  dass  alle  Verschiebungen,  die  mit  einem 
Punkte  (x,  y,  z)  im  äusseren  liaume  vorgenommen  werden,  völlig 
innerhalb  dieses  einfach  zusammenhangenden  Raumes  liegen  sollen, 
d.  h.  dass  keine  Verschiebung  durch  die  Oberfläche  des  gegebenen 
Körpers  oder  durch  irgend  eine  der  Querschnittsflächen  /Sj,  S^^ 
.  .  .  ^q  schneidend  hindurchgehen  darf.     Nach  §.  79  (4)  ist 

Xdx-^Ydy-^Zdz-^dV 
an  jeder  Stelle  des  äusseren  Raumes  ein  vollständiges  Differential. 
Erstreckt  man  also  das  Integral 

(1)  V=  C{Xdx-[-Ydy-\- Zdz) 

aus  unendlicher  Entfernung  nach  dem  im  äusseren  Räume  ge- 
legenen Punkte  («,  y,  z),  yd  ist  der  Werth  desselben  unabhängig 
von  dem  Integrationswege,  wenn  nur  dieser  Weg  seiner  ganzen 
Erstreckung  nach  in  dem  einfach  zusammenhangenden  äusseren 
Räume  liegt.  Die  Function  V  ist  demnach  innerhalb  des  genannten 
Raumes  eine  einwerthige,  überall  endliche  Function  des  Ortes, 
deren  Werthe  bei  jeder  zulässigen  stetigen  Verschiebung  des  Punktes 
(x,  y,  z)  sich  stetig  ändert. 

Für  zwei  Punkte,  die  einander  unendlich  nahe  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten   irgend   eines   der  Querschnitte  /S  liegen,   hat  die 
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Function   V  Werthe  von    endlicher   Differenz.     Man    findet   diese 
Differenz,  indem  man  das  Integral 


/ 


(Xdx  -\-  Ydy  -\-  Zdz) 


von  dem  einen  Punkte  nach  dem  andern  liin  längs  eines  Integra- 
tionsweges erstreckt,  welcher  völlig  innerhall)  des  einfach  zusammen- 
hangenden äusseren  Raumes  liegt.  Für  einen  und  denselben  Quer- 
schnitt ist  die  Differenz 

constant,  an  welcher  Stelle  dieses  Querschnittes  man  auch  die 
beiden  unendlich  nahe  gelegenen  Punkte  nehmen  möge.  Denn 
zieht  man  längs  eines  Querschnittes  zwei  einander  unendlich  nahe 
gelegene  Linien,  die  eine  auf  der  positiven,  die  andere  auf  der 
negativen  Seite  des  Querschnittes,  so  haben  in  irgend  einem  Punkte 
der  einen  Linie  die  Componenten  X,  Y,  Z  resp.  dieselben  Werthe 
wie  in  dem  unendlich  nahe  gelegenen  Punkte  der  andern  Linie. 
Die  q  Constanten  Werthe,  welche  die  Differenz 

zu  beiden  Seiten  der  Querschnitte  aS\  ,  S^^  ...  S,j  besitzt,  sind 
nach  der  Natur  der  Aufgabe  bekannt.  Wir  wollen  sie  mit  6^^, 
Cji  •  •  •  Qj  bezeichnen. 

Soll  nun  die  Function  gemäss  den  Bedingungen  (1)  und  (2) 
des  §.81  in  das  Lmere  des  gegebenen  Körpers  fortgesetzt  werden, 
so  kann  man  dazu  genau  den  dort  eingeschlagenen  W^eg  wieder 
durchmachen.  Aber  die  Function,  welche  sich  dabei  ergibt  (sie 
soll  hier  mit  F'  bezeichnet  werden),  ist  nicht  mehr  die  einzige 
Lösung  der  Aufgabe.  Man  kann  nemlich  noch  eine  Function  F" 
hinzufügen,  welche  q  willkürliche  constante  Grössen  c^  Cj,  ...  Cg 
als  linear  auftretende  Factoren  enthält.  Wir  stellen  durch  q  Quer- 
schnittsflächen Qj,  Qj?  •  •  •  Q"i  iin  Innern  des  gegebenen  Körpers 
einfachen  Zusammenhang  her,  und  gehen  darauf  aus,  die  Function 
Vft   den  folgenden  Bedingungen  gemäss  zu  bestimmen.     Es  soll 

(2)  ^'-  +  ^^'^  +  ^  =  0 

dx^  dy^  })Z^ 

sein  im  ganzen  Innern.     P.s  soll 

(3)  ""'^==0 
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sein  für  jeden  Punkt  der  Oberfläche  des  ^-fach  zusammenhangen- 
den Körpers.  Dabei  ist  mit  n  die  nach  innen  gezogene  Normale 
dieses  Punktes  gemeint.     Es  soll 

(4)  («,)+o  -  OvLo  =  1 

sein  für  je  zwei  Punkte,  die  einander  unendlich  nahe  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  des  Querschnittes  Q„  liegen.  Es  soll  endlich  für 
denselben  Querschnitt 

sein,  wenn  wir  mit  P  eine  Strecke  bezcüchnen,  die  von  einem  Punkte 
des  Querschnittes  Q„  aus  auf  der  Normale  abgetragen  ist,  positiv 
nach  der  einen,  negativ  nach  der  andern  Seite. 

Im  Uebrigen  soll  die  Function  Vf,,  nebst  ihren  Derivirten  überall 
endlich  und  stetig  variabel  sein  innerhalb  des  ganzen  (/fach  zu- 
sammenhangenden Raumes,  in  welchen  der  gegebene  (</  -|-  l)fach 
zusammenhangende  Körper  durch  den  Querschnitt  Q^  verwandelt 
wird. 

Diese  Aufgabe  ist  im  §.  60  gelöst.  Man  braucht  nur  die  dort 
vorkommende  Grösse  k  zu  beiden  Seiten  des  Querschnittes  Q„  und 
durch  den  ganzen  Körper  hindurch  constant  zu  nehmen.  Es  ist 
ferner  Ijcwiesen,  dass  die  Aufgabe  nur  eine  Lösung  zulässt.  Nimmt 
man  j(!tzt  der  Reihe  nach  jx  =  1,  2,  .  .  .  </,  so  erhält  man  q  ver- 
schiedene Functionen 

«1,    -^2'    '^^3'    •   •  •    ^'/5 

bei  denen  die  Gleichungen  (2),  (3),  (4),  (5)  erfüllt   sind.     Die  in 
(4)   vorgeschriebene  Unstetigkeit   tritt   für  jede   Function   nur   an 
einem  der  Querschnitte  Qp  Q.^,  Qg,  ...  Qq    ein  und  für  jede  an 
einem  besondern. 
Wir  setzen  nun 

(6)  V"  =  c,  7;^  -f  C2  ?;2  H-  •  •  •  +  ^'/  ^1 

im  Innern  des  gegebenen  Körpers.  Da  die  im  äusseren  Räume 
gegebene  Function  V  bei  der  Herstellung  von  V  nach  §.  81  ihren 
Einfluss  (wenn  man  sich  so  ausdrücken  darf)  bereits  völlig  geltend 
gemacht  hat,  so  muss  jetzt  nothwendig  für  den  äusseren  Raum 

(7)  F"  =  0 
genommen  werden.     Dann  genügt  die  Function 

Schwere,  Elektricität  ii.  Magnetismus,  19 
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(8)  V  =    F'  -L    V" 

den  folgenden  Bedingungen.  Sie  stimmt  im  ganzen  äusseren  Räume 
mit  der  dort  gegebenen  Function  F  überein.  Sie  erfüllt  im  äusseren 
Räume  wie  im  Inneren  des  gegebenen  Körpers  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung (2).  Für  jeden  Punkt  in  der  Oberfläche  des 
{g  -\-  l)fach  zusammenhangenden  Körpers  ist 

Beim  Durchgange  durch  die  Querschnitte  Q^,  Q2,  ■  •  •  Q,]  von  der 
negativen  auf  die  positive  Seite  ändert  sich  die  Function  F  sprung- 
weise um  die  constanten  Grössen  Cj,  Cj,  .  •  .  Cq.  Uebrigens  ist  sie 
nebst  ihren  ersten  Derivirten  endlich  und  stetig  variabel  im  Innern 
des  einfach  zusammenhangenden  Körpers,  welcher  durch  die  Quer- 
schnitte Q^,  Q2,  .  .  .  Qq  7,u  Stande  gebracht  ist.  Für  zwei  unend- 
lich nahe  gelegene  Punkte  auf  verschiedenen  Seiten  des  Quer- 
schnitts Q  hat  die  Derivirte  in  der  Richtung  der  wachsenden  Nor- 
male denselben  Werth. 

Da  die  Coefficienten  c^,  c^,  .  .  .  Cq  völlig  willkürlich  sind,  so 
gibt  es  in  der  Oberfläche  eines  mehrfach  zusammenhangenden 
Körpers  unendlich  viele  verschiedene  Stromvertheilungen,  von  denen 
jede  die  im  äusseren  Räume  vorgeschriebenen  magnetischen  Wir- 
kungen hervorbringt. 

Hat  man  ein  bestimmtes  System  von  Constanten  Cj,  Cj,  .  .  .  c, 
angenommen,  so  ergeben  sich  die  Strömungslinien  und  die  Strom- 
intensitäten durch  Anwendung  des  in  §.  82  entwickelten  Verfahrens. 
Man  hat  dabei  zweierlei  Arten  von  Strömen  zu  unterscheiden. 
Setzt  man  nemlich  die  sämmtlichen  Constanten  c,,  03,  .  .  .  c,  gleich 
Null,  woraus  auch  F"  ^  0  folgt,  so  erhält  man  eine  einzige  An- 
ordnung von  Strömen,  von  denen  allein  die  äusseren  magnetischen 
Wirkungen  herrühren.  Setzt  man  dagegen  V  =  0,  so  erhält  man 
für  jedes  bestimmte  System  von  Constanten  c^,  C2, . . .  Cq  eine  Strom- 
vertheilung,  von  der  im  äusseren  Räume  gar  keine  magnetischen 
Wirkungen  ausgeübt  werden.  Es  geht  dies  unmittelbar  aus  der 
Gleichung  (7)  hervor.  Wir  wollen  den  einfachsten  Fall,  nemlich 
q=  l,  im  nächsten  Paragraphen  noch  näher  betrachten. 
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Fig.  47. 


§.  85. 
Fortsetzung:    Der  Ring. 

Der  gegebene  Körper  sei  ein  King,  also  zweifach  zusammen- 
hangend (Fig.  47).  Wir  zerlegen  ihn  durch  einen  Querschnitt  Q 
und  den  äusseren  Raum  durch  einen  Querschnitt  S  je  in  einen 
einfach  zusammenhangenden  Raum.  Die  Begrenzungslinien  der 
Querschnitte  Q  und  S  liegen,  wie  immer,  in  der  Oberfläche  des 
Ringes.    Es  sind  zwei  in  sich  zurücklaufende  Linien,  die  einander 

in  einem  Punkte  durchschneiden. 
Die  Begrenzungslinie  von  Q  ist 
so  beschaffen,  dass  jede  Fläche, 
der  sie  zur  vollständigen  Begren- 
zung dient,  die  Axe  des  Ringes 
in  einem  Punkte  schneidet.  Die 
Fläche  S  lässt  sich  dagegen  über 
ihre  Begrenzung  so  in  das  Innere 
des  Ringes  fortsetzen,  dass  die 
Axe  desselben  ganz  in  dieser  Fort- 
setzung liegt.  Nun  kann  man  auf 
der  Oberfläche  des  Ringes  zwei 
Systeme  von  in  sich  zurück- 
laufenden Linien  ziehen,  so  dass  die  Linien  eines  und  desselben 
Systems  von  einander  völlig  getrennt  liegen,  dagegen  jede  Linie 
des  ersten  Systems  die  Linien  des  zweiten  Systems  in  je  einem 
Punkte  schneidet.  Die  Systeme  sollen  so  beschaffen  sein,  dass 
je  zwei  benachbarte  Linien  desselben  Systems  einander  unendlich 
nahe  liegen,  und  dass  die  Begrenzung  von  S  zu  dem  ersten,  die 
Begrenzung  von  Q  zu  dem  zweiten  Systeme  gehört. 

Wir  nehmen  zwei  Punkte,  die  einander  unendlich  nahe  auf 
entgegengesetzten  Seiten  des  Querschnittes  S  liegen  und  verbinden 
sie  durch  eine  Linie,  die  ganz  innerhalb  des  einfach  zusammen- 
hangenden äusseren  Raumes  verläuft.  Diese  Linie  kann  man  zur 
Begrenzung  einer  Fläche  machen,  welche  die  Oberfläche  des  Ringes 
in  irgend  einer  Linie  des  zweiten  Systems  durchschneidet.  Wir 
stellen  uns  auf  derjenigen  Seite  der  Fläche  auf,  auf  welcher  ein 
positiver  Umlauf  durch  die  Begrenzung  von  der  negativen  auf 
die  positive  Seite  von  S  führt.  Um  die  Elektricitätsmenge  J' 
zu  finden,   welche   in  der  Zeiteinheit  von  unten  nach  oben  durch 

19* 


4       -'^^ 
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die  eben  gelegte  Flache  mehr  hindurchströmt  als  von  oben  nach 
unten,  haben  wir  nach  §.  75  das  Integral 

durch  die  Hogrenzungslinie  v.w  erstrocken,  und  zwar  von  der  negativen 
bis   auf  die  positive  Seite  von  S.     Der  Werth  dieses  Integrals  ist 

^(F+o-F_o). 

Nun  lässt  sich  aber  im  äusseren  Räume  wie  im  Innern  des  Ringes 

F  =   F'  +  V" 
setzen  und  dabei  bemerken,  dass  im  ganzen  äusseren  Räume 

F'  =   F,     F"  =  0 
ist.    Dadurch  erhält  man  die  Gleichung 

(1)  •^' =  -4T  ('-'+. -^-.)  ^-4^- 

Diese  Gleichung  würde  unverändert  bleiben,  wenn  man  überall 
F"  =  0  setzen  wollte.  Geht  also  ein  Strom,  dem  die  Function  V 
angehört,  an  einer  Stelle  durch  eine  Linie  des  zweiten  Systems 
hindurch,  so  tritt  er  an  derselben  oder  an  einer  anderen  Stelle 
wieder  auf  die  ursprüngliche  Seite  zurück.  Folglich  lassen  sich 
die  Linien  des  zweiten  Systems  auf  der  Oberfläche  des  Ringes 
(und  mit  ihnen  die  Begrenzung  des  Querschnittes  Q)  so  zurecht- 
schieben,  dass  sie  zu  Strömungslinien  der  Ströme  zweiter  Art  werden. 
Ihre  Gleichungen  sind  in  der  allgemeinen  Form  enthalten 

(2)  4  TT  IF"  =  —   F::^  =  const, 

und  es  bedeutet  V'\  den  Wertli  der  Function  V"  im  Innern  des 
Ringes  unendlich  nahe  an  seiner  Oberfläche. 

Auf  demselben  Wege  findet  sich,  dass  die  Linien  des  ersten 
Systems,  passend  angeordnet,  Strömungslinien  dei-  Ströme  erster 
Art  sind.    Sie  werden  festgelegt  durch  Gleichungen  von  der  Form 

(3)  4  T.  W  =    F^,—  Fl,  =  consL, 

wobei  F^,,  und  F^^^  die  Werthe  von  V  in  zwei  Punkten  sind,  die 
einander  unendlich  nahe  auf  der  äusseren  und  der  inneren  Seite 
der  Ringoberfläche  liegen. 

Die  magnetischen  Wirkungen  im  äusseren  Räume  rühren  bloss 
von  den  Strömen  her,  die  in  den  Bahnen  (3)  fiiessen.  Die  Ströme, 
denen  die  Strömungslinien  (2)  angehören,  üben  im  äusseren  Räume 
keine  magnetische  Wirkung  aus. 
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§•  8G. 
Das  magnetische  Potential. 

Wir  können  die  Wecliselwirkung  zwei  permanenter  Magnete 
bestimmen,  indem  wir  ihr  I*otential  auf  einander  bilden.  Es  sei 
in  ii'gend  einem  Raumelemcnt  des  ersten  Magnets  die  magnetische 
Masse  c?ix,  in  einem  Ilaumelement  des  zweiten  Magnets  die 
magnetische  Masse  c?[j,'  vorhanden.  Diese  Massen  dii  und  c/(j.' 
sollen  von  der  Zeit  t  unabhängig  sein.     Dann  ist 

(1)  '"='-1^ 

die  Potentialfunction  des  ersten  Magnets  auf  die  im  Punkte  (cc-,  y,  z) 
concentrirt  gedachte  positive  magnetische  Einheit.     Es  ist  ferner 


(2)  F'=  - 


r<fy^ 


die  Potentialfunction  des  zweiten  Magnets  auf  die  im  Punkte  {x,  y,  z) 
concentrirt  gedachte  positive  magnetische  Einheit.  Dabei  bezeichnet 
r  die  p]ntfernung  eines  Punktes  in  dem  mit  der  magnetischen  Masse 
(Zu,,  resp.  d\i\  erfüllten  Raumelemente  von  dem  Punkte  (a;,  y,  z). 
Die  Integration   erstreckt   sich  in  (1)  über  den  ganzen  ersten,   in 

(2)  über  den  ganzen  zweiten  Magnet. 

Das  Potential  P  der  beiden  Magnete  auf  einander  wird  aus- 
gedrückt durch  die  Gleichung 

(3)  ■  P^^-JJ±^. 

Hier  bedeutet  r  die  Entfernung  zweier  Punkte,  von  denen  der  eine 
dem  mit  dii,  der  andere  dinn  mit  f/jx'  erfüllten  Paumelemente  an- 
gehört. Die  Integration  in  (3)  ist  über  beide  Magnete  auszudehnen. 
Durch  Vergleichung  der  Eormeln  (1),  (2),  (3)  erkennt  man,  dass 
P  sich  in  der  doppelten  Weise  ausdrücken  lässt: 

(4)  F=Cv^dii., 

(5)  P^Cvdi.^ 

Die  Gleichung  (4)  ist  so  zu  verstehen,  dass  der  in  (2)  vor- 
kommende Punkt  (x-,  y,  z)  in  das  mit  d^  erfüllte  Raumelement 
des  ersten  Magnets  verlegt  ist.      In  (5)  hat  man   dagegen  den  in 
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(1)  vorkommenden  Punkt  (x,  rj,  z)  in  das  mit  <hx'  erfüllte  liaum- 
element  des  zweiten  iNlagnets  zu  verlegen.  Die  Integration  erstreckt 
sich  in  (4)  über  den  ersten,  in  (5)  über  den  zweiten  Magnet. 

§.  87. 
Die  elektromagnetische  Elementar-Arbeit. 

Wir  wollen  dazu  übergehen,  die  elektromagnetische  Wechsel- 
wirkung zwischen  einem  constanten  linearen  galvanischen  Strome 
und  einem  Magnet  zu  betrachten.  Wir  brauchen  nur  eine  Fläche 
S  zu  construiren,  welche  die  Strombahn  zur  IJegrenzung  hat,  und 
diese  Fläche,  sowie  eine  unendlich  nahe  liegende,  nach  §.  72  mit 
magnetischer  Masse  zu  belegen.  Dadurch  erhalten  wir  einen  Magnet, 
welcher  nach  aussen  dieselbe  magnetische  Wirkung  übt  wie  der 
gegebene  Strom. 

In  einem  Punkte  der  Fläche  S  errichten  wir  nach  einer  Seite 
die  Normale  und  bezeichnen  mit  p  eine  auf  ihr  von  jenem  Punkte 
aus  gezählte  Sti'ecke.     Dann  hat  man  zu  setzen: 

C?fX  =     r-  do        für    p   =::^  0, 

d\i  = V  do     für  p  =  0. 

0 

Hier  bezeichnet  J  die  Intensität  des  linearen  Stromes,  o  eine  un- 
endlich kleine  Länge  und  do  ein  Element  der  Fläche  S. 

Ist  also  F'  die  Potentialfunction  des  gegebenen  INlagnets,  so 
haben  wir 

( 1 )  ^^  -  1"  V  ''1^  =j  K- .  4  äo  ~j  ¥■„  -■^-  d. 

Statt  J  können  wir  noch  die  Potentialfunction  V  der  von  dem 
galvanischen  Strome  ausgeübten  magnetischen  Kraft  einführen.  Es 
ist  nemlich  (§.  71)  nach  magnetischem  Maasse 

47t  J=  F+o—  F_o. 
Folglich  ergibt  sich 

(2)  P=--^J(.^._7_.)^^'... 


J  do. 
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Bei  einer  unuiidlich  kleinen  Verscliiebung  des  Magnets  ändert  sich 
der  Wertli  von  P.  Die  Aenderung  gibt  die  Arbeit  an,  welche  die 
von  dem  Strome  ausgeübten  magnetischen  Kräfte  zu  leisten  haben, 
um  jene  Verschiebung  zu  Stande  zu  bringen.  Nach  dem  Satze 
von  der  Gleichheit  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  findet  sich 
umgekehrt  die  Wirkung  des  Magnets  auf  den  Strom. 


Die  elektrodynamische  Elementar-Arbeit.    Zwei  constante  lineare 

Ströme. 

Wir  haben  im  §.  86  die  Wechselwirkuiig  zwischen  zwei  Magneten 
betrachtet.  In  §.  87  ist  für  den  ersten  Magnet  ein  constanter 
galvanischer  Strom  an  die  Stelle  gesetzt.  Man  kann  aber  auch 
noch  statt  des  andern  Magnets  einen  constanten  Strom  nehmen. 
Dann  handelt  es  sich  um  die  Wechselwirkung  zwischen  zwei  con- 
stanten Strömen.  Insofern  die  dabei  geleistete  Arbeit  zur  Be- 
wegung der  Ströme  mit  den  Stromleitern  verbraucht  wird,  nennen 
wir  die  Wechselwirkung  die  elektrodynamische. 

Es  soll  jetzt  die  Function  P  hergestellt  werden,  deren  unend- 
lich kleine  Aenderung  die  elektrodynamische  P]lementar-Arbeit  an- 
gibt, welche  bei  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung  der  beiden 
Ströine  geleistet  wird. 

Wir  können  dabei  von  der  Gleichung  (2)  des  vorigen  Para- 
graphen ausgehen,  haben  aber  jetzt  F'  als  die  Potentialfunction 
der  magnetischen  Kraft  anzusehen,  welche  von  einem  linearen 
galvanischen  Strome  ausgeübt  wird.  Im  Punkte  {x,  ?/,  z)  sind  die 
Componenten  dieser  Kraft 

n^  ^^'-Y'      ^^'-F'     ^^'-Z' 

und  es  ist  zu  beachten,  dass  X',  Y',  Z'  überall  ausserhalb  des 
linearen  Stromes,  von  dem  sie  herrühren,  endlich  und  stetig  variabel 
sind.     Nun  findet  sich 

3p  3p     '  3p  Sp 

und  folglich  kann  man  die  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen 
jetzt  so  schreiben: 
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(2)        P=-     1      rF+oC?afz'l«i+y'^^^+Z'-^! 

Betrachtet  man  aber  die  beiden  Seiten  der  Fläche  S  als  einen 
Theil  der  Begrenzung  des  unendlichen  IJaumes  (die  übrige  Be- 
grenzung ist  eine  unendlich  entfernte  Kugelfläche),  so  kann  man 
auf  der  positiven,  wie  auf  der  negativen  Seite  von  S  die  Normale  u 
nach  dem  Innern  dieses  Raumes  hin  ziehen.  Auf  der  Seite  der 
positiven  p  hat  man  u  -=  p,  auf  der  Seite  der  negativen  p  dagegen 
n=—p.     Die  Gleichung  (4)  gibt  demnach  jetzt: 

wenn  die  Integration  über  beide  Seiten  der  Fläche  /S  ausgedehnt 
wird. 

Dieses  Integral  lässt  sich  durch  ein  Raum  -  Integral  ersetzen. 
Bezeichnen  wir  nemlich  mit  T  den  unendlichen  Raum,  weicher  eine 
unendlich  entfernte  Kugelfläche  und  die  beiden  Seiten  der  Fläche 
S  zur  Begrenzung  hat,  so  findet  sich  nach  §.  19  (4),  dass  das  über 
den  unendlichen  Raum  ausgedehnte  Integral 


pr( 


^X  ^         -by  "T"  32        j 


gleich  ist  dem  Oberfiächen-Integral 

J  \        ^n    '  ^n~         In) 

wenn  dieses  über  die  beiden  Seiten  der  Fläche  S  und  über  die 
unendlich  ferne  Kugelfläche  erstreckt  wird.  Nun  sind  aber  in  un- 
endhcher  Entfernung  sowohl  V  als  Z',  Y\  Z'  gleich  Null  Das 
Integral  über  die  Kugelfläche  fällt  also  weg,  und  wir  erhalten 

(4)        F  =     1      CdT^^-^y^  _!_  iIKZ2   ,    ^  (T^^0\ 
4^J         \      ^x       ^       by       -^—Yzi' 

Die  Integration  in  (4)  ist  über  den  ganzen  unendlichen  Raum 
auszudehnen. 

Wir   können   noch   weiter  transformiren.     Durch  Ausführung 
der  Difterentiation  ergibt  sich  nemlich 
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Tix  ^y  2)Z 

^x'l^  +  F'il  +  z'i^ 

Tix  ^y  ^^ 

"'         Wx-    ''      S?/     "^     S2  / 

Da  aber  X',  Y\  Z'  von  einem  linearen  galvanischen  Strome  her- 
rühren ,  so  ist  in  dem  ganzen  unendlichen  Räume  ausserhalb  des 
Stromleiters 

[—  —  — |—  —  =  (j. 

'bx  'by  Iz 

Es  ist  ferner  V  die  Potentialfunction  der  magnetischen  Kraft, 
welche  der  erste  lineare  galvanische  Strom  ausübt,  folglich 

Sa?  3^  ^2 

Danach  kann  man  statt  der  Gleichung  (4)  auch 

(5)  P  =  ^  CdT  {XX'--^Y  Y'  4-  Z  Z') 

*^' 
setzen,  und  das  Integral  erstreckt  sich  über  den  ganzen  unendlichen 
Raum, 

§.  89. 
Fortsetzung:   Zwei  beliebige  constante  Ströme. 

Die  Gleichung  (5)  des  vorigen  Paragraphen  bleibt  auch  dann 
gültig,  wenn  der  erste  Leiter  nicht  linear  ist.  Denn  wir  können 
jeden  geschlossenen  nichtlineären  Strom  als  ein  System  von  linearen 
Strömen  auffassen.  Dabei  würde  resp.  2  X,  2  Y,  ^Z  an  die  Stelle 
treten  für  X,  Y",  Z,  und  2  P  an  die  Stelle  für  P.  Nachher  kann 
man  dann  wieder  die  Summen  mit  einfachen  Buchstaben  bezeichnen, 
so  dass  die  Formel  (5)  wieder  zu  Stande  kömmt. 

Ebenso  kann  man  auch  den  zweiten  Strom  nichtlineär  nehmen. 
Die  Gleichung  (5)  des  vorigen  Paragraphen  bleibt  dabei  in  unver- 
änderter Form  gültig.  Nur  hat  man  jetzt  unter  X",  F,  Z  die  Com- 
ponenten  der  gesammten  magnetischen  Kraft  zu  verstehen,  welche 
der  nichtlineäre  erste  Strom  ausübt,  und  unter  X\  Y\  Z'  die 
Componenten  der  gesammten  magnetischen  Kraft,  die  der  nicht- 
lineäre zweite  Strom  ausübt. 
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Wir  können  nun  auf  die  Gleichungen  (1)  des  §.  78  zurück- 
gehen. Durch  sie  lässt  sich  der  Ausdruck  (5)  des  vorigen  Para- 
graphen so  transformiren: 


CO  OO  CO 


(1) 


p 


kffß 

»     »     — 00 


7)11 


2     v/ 


dx  dy  dz 


7>z 


X' 


2in, 

Tz 


2    Z^ 


Hier   erscheint  es  zweckmässig,    die  Integration  nach  Theilen  an- 
zuwenden.    Wir  erhalten 

3Z' 


/ 


2)u 
Tz 


2    v/ 


X' dz  =-- 


u,  Z'  -   Ci 


Dz 


dz. 


Um  das  bestimmte  Integral  zu  ermitteln,  hat  man  auf  beiden 
Seiten  die  Grenzen  einzusetzen.  Dabei  verschwindet  rechts  der 
vom  Integralzeichen  freie  Bestandtheil.  Denn  es  ist  für  z  =  ^oo 
sowohl  «2  'ils  X'  gleich  Null.    Man  erhält  also 


00  X  00 


00  JO  OD 


I      I      j  ~~  X'  dx  dy  dz  =  —    |      j      j  u^  — —  dx  dy  dz. 


-X     CO     -00 


-00    — 00     00 


In  derselben  Weise  lassen  sich  die  übrigen  Bestandtheile  auf  der 
rechten  Seite  von  (1)  umformen.    Es  ergibt  sich  danach 


00  CO  00 


«1  (- 


P  =  j      j      \  dx  dv  dz  ; 

^^J    J    J 


OO     JO OO 


2iz  2)y  / 

/5Z'         DX\ 

7>X 


^1/ 


Ix 


Die  Integration  ist   noch   zu  vereinfachen.     Es   sind   nemhch   die 
Diiferenzen 

lY'        IZ' 


-bz 

^y 

3Z' 

IX' 

Ix 

Iz 

IX' 

3F' 

^y 


Tix 
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nur  im  Innern  des  zweiten  Leiters  von  Null  verschieden  [§.  66,  (2), 
§.77,  (1),  (2),  (3)].  Bezeichnen  wir  also  mit  dS^  ein  Raum- 
element  des  zweiten  Leiters,  so  erhalten  wir  jetzt 


(^) 


P 


Lj^'"' 


+«.( 


2)2/  . 

c)a;  . 


und  die  Integration  erstreckt  sich  nur  über  den  Eaum  des  zweiten 
Leiters. 

Die  Functionen  ?«j,  7*21  "3  sind  durch  die  Gleichungen  (5)  des 
§.  78  ausgedrückt.     Es  ist  neralich 


= -  P 


dS 


(3). 


Hier   beziehen   sich  u 


/i^  dS 

/L  dS 


[1  "^21 


nur  auf  die  magnetischen  Kräfte, 
die  von  dem  ersten  Strome  ausgeübt  werden.  Folglich  hat  man 
in  den  Gleichungen  (3)  unter  dS  ein  Raumelement  im  Innern  des 
ersten  Leiters  zu  verstehen.  Es  sind  i,,  ig,  ^3  die  Componenten 
der  specifischen  Stromintensität  in  einem  Punkte  dieses  Ilaum- 
elementes,  und  r  ist  der  Abstand  desselben  Punktes  von  dem 
Punkte  (x',  ?/,  z).  Die  Integrationen  in  (3)  erstrecken  sich  nur  über 
den  Raum  des  ersten  Leiters. 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  ^,',  i'^,  i'^  die  Componenten  der  spe- 
cifischen Stromintensität  in  einem  Punkte  des  zweiten  Leiters,  so 
haben  wir  nach  den  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  des  §.  77 


4 


(4) 


•bX' 


4:Tzi'     ==    — 


4  TT  t '     -- 


Sa? 


3z 
IZ' 

IX' 
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Wir  führen  dies  zunäclist  in  Gleichung  (2)  ein  und  erhalten 

(5)  P  =  ~CdS^  (u,  i[  -f  n^  ^;  +  «3  ,•;). 

Die  Integration  ist  über  den  Raum  des  ganzen  zweiten  Leiters  aus- 
zudehnen. 

In   derselben  Weise   hätte   man   auch   zu  dem  Ausdrucke  ge- 
langen können : 

(6)  P  =  ~JdS  «  i^  +  u;  L  -f  <  ,-3). 

Hier  hängen  ?<;,  u!^,  «:  mit  den  magnetischen  Kräften  zusammen, 
die  der  zweite  Strom  ausübt,  und  es  sind  /,,  i.,,  l.^  die  Compo- 
nenten  der  specilischen  Stromintensität  in  einem  Punkte  im  Innern 
des  ersten  Leiters.  Die  Integration  in  (6)  hat  man  über  den  Kaum 
des  ersten  Leiters  auszudehnen. 

Setzt   man   in   (5)   für  Hj,  m^,  «3  ihre  Ausdrücke  ein  aus  (8), 
so  ergibt  sich 


^  =/''*■•  {'■/^ + '^/^ + '■;/'= 


I  diS\ 
Dafür  lässt  sich  kürzer  schreiben: 


(7) 


Die  Bedeutung  des  Ausdruckes 

ist  leicht  zu  erkennen.  Es  ist  nemlich,  wenn  i  die  gesammte  spe- 
citische  Stromintensität  in  einem  Punkte  von  dS  bezeichnet,  nach 
§.54,(9): 

t,   =  i  cos  a, 

i.^  =  i  cos  b, 

ig  =  i  cos  c. 
Dem  entsprechend  erhalten  wir 

i\  =  i  cos  «', 

i'^  =  i  cos  6', 

ig  =^  i"  cos  c, 
wenn  i'  die  gesammte  specifische  Stromintensität  in  einem  Punkte 
von  dS'  bezeichnet.     Demnach  ist 
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=  i  .i'  (cos  a   cos  a'  -f-  cos  h   cos  h'  -\-  cos  c   cos  c') 
=  i  .  V  cos  (?'  i'), 
und  die  Gleicliung  (7)  geht  schliesslich  in  die  folgende  über: 


(H) 


i^=  I      I   -^ .  r  .  i'  cos  (?-  i'). 


§•  90. 

Fortsetzung:     Zwei  lineare  constante  Ströme. 

Wir  kehren  zu  dem  speciellen  Falle  von  zwei  constanten  ge- 
schlossenen linearen  Strömen  zurück.  Der  erste  Leiter  (Fig.  48)  ist 
ein  in  sich  zurücklaufender  Draht  vom  Querschnitt  q.    Die  im  Innern 

Fig.  48. 


des  Drahtes  normal  gegen  alle  Querschnitte  verlaufende  Axe  ist  eine 
Curve,  deren  Länge  von  einem  festen  Punkte  aus  bis  zum  Punkte 
(a?,  2/,  z)  mit  s  bezeichnet  werden  möge.  Der  zweite  Leiter  ist 
ebenfalls  ein  in  sich  zurücklaufender  Draht.  Sein  Querschnitt 
werde  mit  q'  bezeichnet.  Auf  der  Axe  wählen  wir  einen  festen 
Ausgangspunkt  und  einen  beweglichen.  Punkt  {x'.,  y\  z').  Der 
zwischen  beiden  liegende  Bogen  der  Axe  habe  die  Länge  .9'. 

Die  Querschnitte  q  und  q'  sollen  im  Vergleich  zu  den  Dralit- 
längen  so  klein  sein,  dass  in  allen  Punkten  eines  und  desselben 
Querschnittes  die  specifische  Stromintensität  constant  und  überall 
normal  gegen  den  Querschnitt  gerichtet  ist.  Wir  bezeichnen  die- 
selbe im  Punkte  {x,  ?/,  z)  des  ersten  Leiters  mit  i,  im  Punkte 
(ic',  y\  z^)  des  zweiten  Leiters  mit  i'. 


302  Sechster  Abschnitt.    §.  90. 

Hiernach  sind  x,  y,  z,  q  und  i  Functionen  von  s,  und  es  sind 
x',  y',  z' ,  q\  und  i'  P'unctionen  von  s' .  Für  constante  lineare 
Ströme  gilt  der  §.  (U.     Es  ist  also 

qi  =  J,     q'  i'  =  J', 
und  hier  sind  J  und  J'  constant. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  d8  =  dq  ds  und  dS^  =  dq'  ds\ 
Folglich  lautet  jetzt  die  (jUeichung  (8)  des  vorigen  Paragraphen 

P=   j      C   i      C'^^    dq  ds  .dq'ds'.i.  i'  .  cos   {i  i% 

oder  kürzer 

(1)  P=JJ^CC  ^^i  cos  (y:  i '). 

Der  Winkel  (/"  i')  ist  derselbe,  wie  der  Winkel,  welchen  die  Bogen- 
elemente  ds  und  ds'  mit  einander  einschliesseii.    Folglich  haben  wir 

(2)  cos  {%%')=  -^-^  ~^^  -f-  ^^    -.^y  +  — -  --^• 
^  ^  ^      ^         bs    2)S  c)s    2>s  3s    2is 

Ferner  ist  zu  beachten,  dass 

r2  ^  (x  -  x'Y  +  (2/  —  yT  -f  (^  —  ^y\ 

daraus  findet  sich 


3r 
1    2)2  (r2)^  "V   3s/  /^x   7)x'         -by   3?/'         Iz    3z'> 


3 


^  '       2    3s  3s'    ^       3?       ""  "  \Ts"  Is^  "^  3s~  3s^^  ~^  3s^  "3s'/ 


Gibt  man  hierauf  Acht,  so  lässt  sich  statt  der  Gleichung  (1)  auch 
schreiben : 

3  (r   ^'') 
.^s  P=—JJ'   ^   rdsds'  V    3s/ 


r  3s' 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt: 


i-JT 


...    dsds'    32  (r2) 


Den   Ausdruck    (4)   kann   man   transformiren.      Die    unbestimmte 
Integration  nach  Theilen  gibt 
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7)r 


'H'-B    . 


ö.s '  r  ÖS 


CHv)   .. 


=  -  + 


Setzt  man  die  Grenzen  ein,  so  füllt  der  vom  Integralzeichen  freie 
Tlieil  heraus,  da  die  Integration  durch  die  geschlossene  Linie  s' 
auszudehnen  ist.     Folglich  erhalten  wir 

(6)  p=  -  j  j'  f  f^^^-  i':  ^. 


Nun  ergibt  sich  aus  dem  Ausdrucke  für  r  durch   Differentiation 

—  a;'    /öa?    ,  ?;j 
("-  rts  —  - 

r  \7>s  3s'        / 

r  \  3s  3s'        / 

Andererseits  ist  dr  =  ~~  ds  4-  —~  ds\     Durch  Vergleichung  fin- 

dS  '       3s  Ob 

den  wir 

X  —  x^     Ix^    .  y  —  y^      <>y    ,  z  —  s'  2)z  3r 

r        '  3s  "'          r        '  ^s  "'^       r  "  ^  ^' 

a?  —  x'     ix^  y  —  y'     ly'  z  —  z'       Tiz'  3r 

r        *  37    '          r        '  S.?'    '          r  *  37  ^  ~  3?  * 

Bezeichnet  man  mit  0  und  fj'  die  Winkel,  welche  die  Richtung  der 
von  {x',  y\  z')  nach  {x,  _?y,  z)  führenden  Linie  r  mit  den  Richtungen 
des  wachsenden  s  und  des  wachsender,  .9'  einschliesst,  so  erkennt 
man  leicht,  dass  die  beiden  letzten  Gleichungen  auch  so  geschrieben 
werden  können: 

(7)  cos  0  =  ~-,      cos  0=  —  — 7. 

3s  3s 

Folglich  geht  die  Gleichung  (6)  in  die  neue  Form  über: 

(8)  P=  J  J'  C  CI^  cos  fJ  cos  0'. 
Die  Winkel  0  und  0'  sind  in  P'ig.  48  bezeichnet. 
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§.  91. 

Ampere''s  Gesetz. 

Aus  der  Function  P  liisst  sicli  die  Kraft  finden,  mit  der  die 
beiden  Stromelemente  da  und  ds'  auf  einander  wirken.  Wir  be- 
;5eiclinen  mit  F  ds  ds'  die  n,bstossende  Kraft,  welche  ds  und  ds'  in 
der  Riclitung  von  r  auf  einander  ausüben.  Denken  wir  uns,  dass 
wälirend  der  unendlich  kleinen  Zeit  di  die  Entfernung  r  sich  um 
or  geändert  habe,  so  ist  die  bei  der  Verschiebung  der  Elemente 
ds  und  ds'  geleistete  Arbeit 

F  ds  ds'  or, 

und  die  Gesammtarbeit  bei  der  Verschiebung  beider  geschlossenen 
Leiter 


//" 


ds  ds 


Diese  Gesammtarbeit  ist  gleich  der  A ender ung  von  P.  Wir  haben 
also  die  Gleichung 

(1)  oP  =  r  CFdsds'or. 

Nun  berechnet  sich  aber  aus  der  Gleichung  (5)  des  vorigen  Pa- 
ragraphen 

SP  =  ^.  1 .7 ./'  f  f,A,  &' !  -  \  l^iri)  „.  +  ±  _^4i(r!)| . 

2  J    j  I       r2     7)sis'  '     r      Ss  3.s'     ) 

Der  zweite  Bestandtheil  auf  der  rechten  Seite  ist  noch  durch  In- 
tegration nach  Thoilen  umzuformen.  Man  erhält,  indem  man  un- 
bestimmt integrirt: 


r      3s  3s'  r         3.9  I         3,s'  3s 


Setzt  man  die  Grenzen  ein,  so  verschwindet  der  freie  Tlieil,  weil 
die  Integration  durch  den  g(!Schlossenen  zweiten  Leiter  erstreckt 
wij'd.     Man  hat  also 


r  3s  3.9  /      /        3.9'  3s 


Wir  transformiren  weiter.     Bei  unbestimmter  Litegration  ist 
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3s  ds  7)s  j        ^  2is  3s 

Setzt  man  hier  die  Grenzen  ein,  so  verschwindet  wieder  der  freie 
Theil.  Denn  es  ist  hier  die  Integration  durch  den  geschlossenen 
ersten  Leiter  ausgedehnt.     Also  hat  man  schliesslich 

dsds'  32o(r2) 
r  3s  3s' 

und  es  ist  deshalb 

(2)  r  r   \ 


Nun  linden  wir  durch  Differentiation 

Hl) 


1     37-    _  13  (r2) 


3s  r^   3s  2  r^        3s 


folglich 


^il) 


1       32  (r2)  3       3r    3  (r^) 

7       I 


3s  3s'  2  7-3     3s  3s'      '     2  r^    3s'       3s 

1_  32  (r2)  3     3r     3r 

~~         2  7-3     3s  3s'    "^  7^3     3s    3s'  " 

Setzen   wir   dies    in   den  Ausdruck   für  oP  ein   und   beachten  die 

Gleichungen  (1)  und  (2),  so  ergibt  sich 


(3)       Fdsds'  ^^l^^U^^,-i> 


H^a 


r'^  \     3s    3s'  3s'      / 

Wir  bezeichnen  den  Winkel  (i  i')  mit  a.  Dann  lässt  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichungen  (2),  (3)  und  (7)  des  vorigen  i'aragraphen 
die  eben  gewonnene  Gleichung  (3)  sich  auch  so  schreiben: 

J  J'  ds  ds' 

(4)  F  ds  ds'  =  ^ (3  cos  0  cos  0'  —  2  cos  s), 

Dies   ist   das   von  Ampere   gefundene  Gesetz   der  elektrodyna- 
mischen Wechselwirkung  zwei  linearer  Stromelemente.*) 


*)    Ampfere.    Memoire  sur  la  thöoric  matliomatidiio  des  phenomenes  elec- 
trodynamiques.    (.Memoires  de  l'Academie  de  Paris.    T.  VI.     1S23.) 
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SlGlieiiter  Aliscliiiitt. 

1  n  d  11  €  t  i  0  n. 


§.  92. 
Das  Phänomen  der  Induction. 

Wir  haben  bisher  die  elektromagnetische  Wechselwirkung 
zwischen  einem  Magnet  und  einem  galvanischen  Strome,  sowie  die 
elektrodynamische  Wechselwirkung  zwischen  zwei  galvanischen 
Strömen  betrachtet.  Die  Erscheinungen,  um  die  es  sich  handelt, 
bestehen  darin ,  dass  die  bei  jenen  Wechselwirkungen  geleistete 
Arbeit  dazu  verbraucht  wird,  die  ponderabcln  Träger  des  Magne- 
tismus und  resp.  der  galvanischen  Ströme  mit  zu  bewegen.  Es 
vollführen  also  die  magnetischen  Fluida  und  ihr  ponderabler  Träger 
eine  gemeinschaftliche  Bewegung,  und  ebenso  der  galvanische  Strom 
und  sein  ponderabler  Leiter. 

Hier  sind  es  die  zwischen  Magnet  und  Strom,  resp.  zwischen 
zwei  Strömen  auftretenden  Kräfte,  welche  eine  Aenderung  in  der 
relativen  Lage  der  ponderabcln  Träger  bewirken.  Umgekehrt  wird 
zu  erwarten  sein,  dass  eine  Aenderung  der  gegenseitigen  Lage,  die 
den  pondorabeln  Trägern  ertheilt  wird ,  eine  neue  Scheidung  der 
Elektricitäten,  also  die  Erregung  neuer  Ströme  zur  Folge  haben 
könne. 

Dass  eine  solche  Erscheinung  in  Wirklichkeit  eintritt,  hat  zu- 
erst Faraday*)  experimentell  nachgewiesen.  Man  hat  diese  Art 
der  Stromerregung  mit  dem  Namen  Induction  belegt. 

Wenn  ein  unbewegter  Magnet  auf  die  in  einem  unbewegten 
Leiter   strömende  Elektricität  einwirkt,   so   erfahren  positive  und 


*)    Faraday.     I'lxporimoiital  Rosoarchos    on    Kloctricity.     Sorios    1.    II. 
1831.    18.32. 
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negative  Elektricität  einen  gleichen  und  gleich  gerichteten  Antrieh. 
Kehrt  man  die  Stromrichtung  um,  so  bleibt  die  Grösse  des  An- 
triebes dieselbe,  die  Richtung  geht  in  die  entgegengesetzte  über. 
In  beiden  Fällen  übertragen  die  beiden  Elektricitäten  den  ihnen 
eingeprägten  gemeinsamen  Bewegungs-Impuls  auf  den  Leiter,  und 
dieser  folgt  dem  Impulse,  wenn  er  beweglich  ist. 

Man  kann  dies  so  erklären,  dass  die  Einwirkung,  welche  ein 
ruhender  Magnet  auf  die  in  einer  bestimmten  Richtung  strömende 
Elektricität  von  einerlei  Art  ausübt,  in  doppelter  Weise  in  die 
entgegengesetzte  Einwirkung  verwandelt  werden  kann.  Einmal, 
indem  man  die  Richtung  beibehält  und  statt  der  strömenden  Elek- 
tricität die  entgegengesetzte  Art  an  die  Stelle  setzt.  Das  andere 
mal,  indem  man  die  Elektricitätsart  beibehält  und  die  Strömungs- 
richtung umkehrt. 

Ist  diese  Erklärung  richtig,  so  lässt  sich  voraussagen,  was 
eintreten  wird,  wenn  in  einem  geschlossenen  Leiter  positive  und 
negative  Elektricitäten  in  entgegengesetzten  Richtungen  strömen, 
und  man  nun  den  Leiter  gegen  den  Magnet  (oder  den  Magnet  gegen 
den  Leiter,  oder  beide  gegen  einander)  bewegt.  Hier  haben  wir 
eine  relative  Lagenänderung,  welche  für  positive  und  negative  Elek- 
tricität von  einerlei  Richtung  und  Grösse  ist.  Folglich  werden  die 
ungleichnamigen  Elektricitäten  von  Seiten  des  Magnets  entgegen- 
gesetzte Einwirkungen  erfahren.  Die  positive  und  die  negative 
Elektricität  werden  in  entgegengesetzten  Richtungen  aus  einander 
getrieben:  es  findet  Scheidung  statt. 

Das  Experiment  hat  gezeigt,  dass  dieser  Erfolg  wirklich  eintritt. 

Dasselbe  Resultat  kömmt  zu  Stande,  wenn  der  Magnet  durch 
einen  constanten  galvanischen  Strom  ersetzt  wird. 

Hier  ist  es  die  relative  Bewegung  des  Leiters  gegen  den  in- 
ducirenden  Magnet  oder  den  inducirenden  Strom,  welche  in  jenem 
Leiter  den  Inductionsstrom  hervorruft.  Es  kann  aber  auch  bei 
unveränderter  gegenseitiger  Lage  eine  Induction  stattfinden,  wenn 
nemlich  in  dem  inducirenden  Magnet  die  Vertheilung  des  Magne- 
tismus, resp.  in  dem  inducirenden  Strome  die  Stromintensität  eine 
Aenderung  erleidet. 

Je  nachdem  die  Induction  von  einem  Magnet  oder  von  einem 
galvanischen  Strome  ausgeübt  wird,  hat  man  sie  mit  verschiedenen 
Namen  belegt.  Man  nennt  sie  im  ersten  Falle  magnet-elek  tri  sehe 
Induction,  im  zweiten  Falle  Volta-Induction. 

2U* 
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§.  93. 
Die  Volta-Induction.    Neumann's  Gesetz. 

Wir  betrachten  insbesondere  die  Volta-Induction  für  den 
Fall,  dass  die  beiden  Stromleiter  linear  sind.  In  dem  einen  Leiter 
sei  ein  Strom  von  der  Intensität  J,  in  dem  anderen  von  der  In- 
tensität J'  vorbanden.  Um  das  Gesetz  der  Volta-Induction  zu 
erforschen,  untersuchen  wir  zunächst  nach  Anleitung  des  §.  90  die 
geleistete  elektrodynamische  Arbeit.  Wir  müssen  deshalb  von 
Constanten  Strömen  ausgehen.  Denn  für  solche  constante  Ströme 
haben  wir  in  den  §§.  88  bis  91  eine  Function  P  hergestellt,  deren 
Aenderung  die  elektrodynamische  Arbeit  angibt,  welche  bei  einer 
unendlich  kleinen  Verschiebung  der  Stromleiter  geleistet  wird. 
Ein  linearer  constanter  Strom  ist  ein  solcher,  dessen  Strominten- 
sität constant  ist.  Unter  einem  nichtlineären  constanten  Strome 
wollen  wir  einen  solchen  verstehen,  bei  welchem  an  jeder  Stelle 
des  Leiters  die  specifische  Stromintensität  von  der  Zeit  t  un- 
abhängig ist. 

Für  zwei  lineare  constante  Ströme  gehen  wir  auf  die  Gleichung 
(5)  des  §.  90  zurück,  nemlich: 

(1)  P==—JJ'Q. 

Dabei  haben  wir  mit  Q  den  Factor  bezeichnet,  welcher  nur  von 
der  Gestalt  und  der  gegenseitigen  Lage  der  Leiter  abhängt,  nemlich: 

Die  während  des  Zeitelementes  von  t  bis  f  -\-  dt  verrichtete  elek- 
trodynamische Arbeit  ist 

(3)  =  —JJ\~-dt, 

^  dt 

d.  h.  gleich  dem  Zuwachs,  welchen  P  in  jenem  Zeitelement  erleidet, 
insofern  J  und  J'  constant  genommen  werden.  Diese  Arbeit  wird 
geleistet  durch  die  Wechselwirkung  der  in  dem  einen  und  in  dem 
anderen  Leiter  in  Strömung  begriffenen  elektrischen  Theilchen. 
Sie  ist  aber  nicht  die  einzige  Arbeit,  welche  vermöge  der  Wechsel- 
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Wirkung  der  beiden  galvanischen  Ströme  während  des  Zeit- 
elementes dt  geleistet  wird,  sondern  es  kommt,  wie  wir  sehen 
werden,   noch  elektromotorische  Arbeit  hinzu. 

Vorab  ist  es  wichtig  zu  bemerken,  dass  unter  Umständen  die 
in  dem  Zeitelement  von  t  bis  t-\-dt  verrichtete  elektrodynamische 
Elementar  arbeit  selbst  dann  noch  durch  (3)  ausgedrückt  wird, 
wenn  die  Stromintensitäten  J  und  J'  nicht  constant  sind.  Wir 
wollen  J  und  J'  variabel  nehmen,  aber  die  Annahme  machen, 
dass  zu  jeder  Zeit  die  Zunahmen  von  J  und  J',  welche  während 
des  nächstfolgenden  Zeitelementes  dt  zu  Stande  kommen ,  un- 
endlich klein  sind.  In  diesem  Falle  darf  man  nemlich  die  Zu- 
nahmen von  J  und  J'  so  auffassen,  als  ob  sie  in  dem  Moment 
nach  Ablauf  jenes  Zeitelementes  plötzlich  zu  Stande  kämen.  Dann 
gelten  während  des  Zeitintervalles  von  ^  bis  ^  -f"  <^^  ^i*^  Strominten- 
sitäten J  und  J'  als  constant,  und  die  während  des  genannten  Zeit- 
intervalles geleistete  elektrodynamische  Elementar  arbeit  wird 
in  der  That  wieder  durch  (3)  ausgedrückt. 

Wir  wollen  jetzt  darauf  ausgehen,  den  Begriff  des  Potentials 
zu  erweitern.  Bis  dahin  haben  wir  unter  dem  Potential  eine 
Function  verstanden,  welche  nur  von  den  Coordinaten  der  be- 
wegten Theilchen  abhängig  ist,  deren  Ausdruck  die  Zeit  t  expli- 
cite  nicht  enthält,  und  deren  Differenz  für  eine  Anfangslage  und 
eine  Endlage  der  bewegten  Theilchen  die  Arbeit  angibt,  welche 
bei  der  Ueberführung  aus  der  Anfangs-  in  die  Endlage  geleistet 
ist.  Bei  dem  Vorhandensein  eines  Potentials  ist  dann  also  die 
geleistete  Arbeit  nur  abhängig  von  der  Anfangs-  und  der  Endlage 
der  Theilchen  und  unabhängig  von  den  Wegen,  die  aus  der  Anfangs- 
in  die  Endlage  führen.  Es  gilt  der  Satz  von  der  Erhaltung  der 
lebendigen  Kraft. 

Der  Begriff  des  Potentials  soll  nun  unter  Beibehaltung  der 
wesentlichen  Bedeutung  dieser  Function  dahin  erweitert  werden, 
dass  sie  ausser  von  den  Coordinaten  auch  noch  von  den  Geschwin- 
digkeiten der  bewegten  Theilchen  abhängig  sein  soll,  dass  aber  ihr 
Ausdruck  nach  wie  vor  die  Zeit  t  explicite  nicht  enthält.  In  diesem 
Falle  ist  die  Arbeit,  welche  bei  der  Ueberführung  aus  der  Anfangs- 
in  die  Endlage  geleistet  worden,  allein  abhängig  erstens  von  der 
Anfangs-  und  der  Endlage  der  Theilchen  und  zweitens  von  ihren 
Anfangs-  und  Endgeschwindigkeiten.  Sie  ist  aber  unabhängig  von 
den  durchlaufenen  Wegen  und  von  den  Geschwindigkeiten  während 
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dieses  Laufs.     Es  gilt  wieder  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  le- 
bendigen Kraft. 

Die  elektrodynamische  Arbeit,   welche   bei  veränderlichen 
Stromintensitäten  in  dem  Zeitintervall  von  0  bis  t  geleistet  wird,  ist 


- 1  •"■  -2-  ■'- 


Diese  Arbeit  setzt  sich  durch  Summirung  aus  allen  Elementar- 
arbeiten zusammen.  Die  Summe  ist  aber  nicht  bloss  abhängig 
von  der  Anfangs-  und  Endlage  und  von  den  Anfangs-  und  End- 
geschwindigkeiten der  Theilchen,  Wenn  also  die  elektrodyna- 
mische Arbeit  die  einzige  Arbeit  wäre,  welche  durch  die  Wechsel- 
wirkung der  beiden  galvanischen  Ströme  geleistet  würde,  so  wäre 
bei  'veränderlichen  Stromintensitäten  kein  Potential  vorhanden, 
und  es  wäre  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  nicht 
gültig. 

Nun  ist  aber  schon  hervorgehoben,  dass  vermöge  der  Wechsel- 
wirkung der  beiden  galvanischen  Ströme  auch  noch  elektro- 
motorische Arbeit  verrichtet  wird,  nemlich  die  Arbeit,  durch 
welche  die  Inductionsströme  in  beiden  Leitern  zu  Stande  kommen. 
Diese  Arbeit  zu  erforschen,  ist  unsere  eigentliche  Aufgabe. 

Wir  wollen  annehmen,  die  gesammte  Arbeit,  welche  ver- 
möge der  Wechselwirkung  der  beiden  Ströme  geleistet  wird ,  sei 
so  beschaffen,  dass  (in  dem  erweiterten  Sinne  des  Wortes)  ein 
Potential  vorhanden  ist.  Mit  anderen  Worten :  wir  stellen  die  Hypo- 
these auf,  dass  bei  den  Bewegungen,  welche  auf  der  Wechsel- 
wirkung der  beiden  Ströme  beruhen,  der  Satz  von  der  Erhaltung 
der  lebendigen  Kraft  in  Gültigkeit  sei. 

Dann  muss  die  im  Zeitelement  dt  verrichtete  elektromo- 
torische Arbeit,  von  der  die  Inductionsströme  herrühren,  zu  der 
Arbeit  (3)  hinzugefügt,  eine  Summe  geben,  die  ein  vollständiges 
Differential  ist,  und  zwar  das  vollständige  Differential  einer  Function, 
die  explicite  nur  von  den  Coordinaten  und  von  den  Geschwindig- 
keiten der  bewegten  elektrischen  Theilchen  abhängig  ist. 

Der  verlangte  Beitrag  zu  dem  Ausdrucke  (3)  ist 

(4)  7-lEl«Irf,  +  y-A(fJ^rf, 

dt  '  dt 
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Die  Summe  der  beiden  Ausdrücke  (3)  und  (4)  ist  das  vollständige 

Differential  der  Function 

(5)  D.^JJ'Q, 

welche  der  Function  P  entgegengesetzt  gleich  ist. 

Der  Beitrag  (4)  besteht  aus  zwei  Theilen,  von  denen  jeder 
als  elektromotorische  Arbeit  aufzufassen  ist.  Es  lässt  sich  leicht 
zeigen,  dass  der  erste  Bcstandtheil  die  elektromotorische  Arbeit 
im  ersten  Leiter  und  der  zweite  Bcstandtheil  die  elektromotorische 
Arbeit  im  zweiten  Leiter  ausdrückt. 

Wir  dürfen  nemlich  nicht  vergessen,  dass  auch  von  den 
äusseren  elektromotorischen  Kräften  und  von  den  Kräften  der 
freien  Elektricität  Arbeit  geleistet  wird.  Bezeichnen  wir  mit  E 
und  E'  die  Litegralwerthe  dieser  elektromotorischen  Kräfte  resp. 
für  den  ersten  und  zweiten  Leiter,  und  beachten,  dass  hier  die 
Gleichung  (7)  des  §.61  Gültigkeit  hat,  so  findet  sich  die  ganze 
elektromotorische  Arbeit,  welche  in  dem  Zeitintervall  von  t 
bis  t  -|-  dt  geleistet  wird : 

^J[E-\- j^ ^dt  +  J  ^E  H är~\'^^' 

Dieser  Ausdruck  ist  leicht  zu  interpretiren.     Es  ist 

d  (J'  Q) 


£  + 


dt 


der    Integralwerth   der    gesammten    elektromotorischen   Kraft    im 

ersten  Leiter,  und 

d{J  Q) 


£'  + 


dt 


hat  dieselbe  P)edeutung  für  den  zweiten  Leiter.    Von  E  und  resp.  E' 
rühren  die  beharrlichen  Ströme  her.     Folglich  ist 

(^)  dt 

der   Integralwerth    der   elektromotorischen   Kraft   für 
den  Inductionsstrom  im  ersten  Leiter,  und  es  ist 

dA^JQy 
y^)  dt 
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der   Integralwerth   der   elektromotorischen  Kraft   für 
den  Inductionsstrom  im  zweiten  Leiter. 

Darin  spricht  sich  das  von  Neumann*)  aufgestellte  Gesetz 
d  e  r  V  o  1 1  a  - 1  n  d  u  c  t  i  0  n  für  zwei  geschlossene  lineare  Leiter  aus. 
Die  Erfahrung  hat  dasselbe  als  richtig  bestätigt. 


*)  Neumann,  F.  E.  Allgemeine  Gesetze  der  inducirten  elektrischen 
Ströme.  —  Ueber  ein  allgemeines  Princip  der  mathematischen  Theorie  indu- 
cirter  elektrischer  Ströme.  (Abhandlungen  der  K.  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin.     1845.    S.  1.     1847.    S.  1.) 


Achter  Aljscliiiitt. 

Das  Grundgesetz  der  elektrischen  Weclisel- 
wirknng. 


§.  94. 
Das  Potential  der  Wechselwirkung  zweier  Ströme. 

Der  Satz  des  vorigen  Paragraphen  lässt  sicli  ohne  weiteres 
auf  zwei  nichtlineäre  geschlossene  Ströme  übertragen.  Man  hat 
nur  anzunehmen,  dass  die  specifischen  Stromintensitäten  an  jeder 
Stelle  des  ersten  wie  des  zweiten  Leiters  im  Zeitelement  dt  nur 
unendlich  kleine  Aenderungen  erfahren,  und  die  Hypothese  auf- 
zustellen, dass  die  gesammte  Arbeit,  welche  im  Zeitelemente  dt 
von  der  Wechselwirkung  der  beiden  galvanischen  Ströme  her- 
rührt, das  vollständige  Differential  einer  Function  sei,  welche  die 
charakteristischen  Eigenschaften  eines  Potentials  (im  weiteren  Sinne) 
besitzt. 

Um  dies  einzusehen,  braucht  man  nur  zu  bedenken,  dass  man 
den  einen  wie  den  anderen  nichtlineären  Strom  je  als  ein  System 
von  linearen  Strömen  auffassen  kann. 

Es  wiederholt  sich  hier  der  Gedankengang  des  vorigen  Para- 
graphen. Für  die  Function  P  haben  wir  in  §,  89  [Gleichungen  (5), 
(6),  (7)]  die  Ausdrücke  gefunden: 

(1)  p  =  —  i  ds  {u\i^-\- «;  i,  4- «;  lg) 


'--/ 


dis'{n^  i\  4-«.,  *;  -|-?«3t;) 


=  11  — ^;r^  (^  ^  +  h  h  +  *3  h)- 
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Wir  wollen  nun  diese  Function  P  auch  für  den  Fall  betrachten, 
dass  die  specifischen  Stroniintensitäten  von  der  Zeit  mit  abhängig 
sein  können.  Dann  kommt  es  auf  die  Aenderungen  an,  welche 
die  Function  P  im  Zeitelemente  dt  unter  den  verschiedenen  zu- 
lässigen Voraussetzungen  erleidet.  Es  werde  mit  o,  P  die  Aenderung 
bezeichnet,  welche  zu  Stande  kömmt,  wenn  die  specifischen  Strom- 
intensitäten in  beiden  Leitern  als  unabhängig  von  t  angesehen  werden, 
mit  Sri  P  die  Aenderung,  welche  davon  herrührt,  dass  man  die  spe- 
cifischen Stromintensitäten  nur  im  zweiten  Leiter  von  der  Zeit  t 
unabhängig  nimmt,  und  mit  Sw'-P  die  Aenderung,  welche  sich  er- 
gibt, wenn  die  specifischen  Stroniintensitäten  nur  im  ersten  Leiter 
von  t  unabhängig  genommen  werden.  Endlich  soll  dP  das  voll- 
ständige Differential  von  P  sein,  welches  in  dem  Zeitelement  dt 
zu  Stande  kommt,  wenn  die  gegenseitige  Lage  der  Elemente  des 
ersten  und  zweiten  Leiters  und  die  specifischen  Stromintensitäten 
an  jeder  Stelle  beider  Leiter  in  jenem  Zeitelement  unendlich  kleine 
Aenderungen  erleiden. 

Dann  haben  wir  zunächst 

(2)  dP  =  -  6,.  P  +  6,,-  P  +  0,,-  P. 

Setzt  man  die  beiden  Ströme  als  constant  voraus,  so  wird  nach 
§.  89  in  dem  Zeitintervall  von  ^  bis  t-\-  dt  die  elektrodynamische 
Elementararbeit 

(3)  hrP 

geleistet.  Dieser  Ausdruck  für  die  elektrodynamische  Elementar- 
arbeit bleibt  auch  dann  noch  richtig,  wenn  an  jeder  Stelle  des 
einen  wie  des  anderen  Leiters  die  specifischen  Stromintensitäteu 
in  dem  Zeitelemente  dt  unendlich  kleine  Aenderungen  erleiden. 
In  diesem  Falle  ist  h,.P  kein  vollständiges  Differential  und  folglich 
für  die  elektrodynamische  Arbeit  allein  kein  Potential  vorhanden. 
Nun  werden  aber  auch  noch  in  beiden  Leitern  elektromotorische 
Arbeiten  verrichtet,  welche  von  der  Wechselwirkung  der  beiden 
galvanischen  Ströme  herrühren. 

Wir  stellen  die  Hypothese  auf,  dass  für  die  gesammte  Arbeit, 
welche  vermöge  der  Wechselwirkung  der  beiden  galvanischen 
Ströme  geleistet  wird,  ein  Potential  existirt.  Um  diese  Gesammt- 
arbeit  zu  finden,  haben  wir  also  zu  (3)  einen  solchen  Beitrag 
hinzuzufügen,  dass  die  Summe  ein  vollständiges  Differential  ist. 
Dieser  Beitrag  ist 
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(4)  -hriP-0,i'P 

und   die  Summe   ist  dann   das  vollständige  Diö'erential  von  —  P. 
Folglich  ist 

(5)  ^,      =     1    "^^    O^'l    ^    +   "i  *2   +  ^'3    *3) 

=   I  dS' (n^  i[  -\-  «2  h  "i~  "3  ^s) 


■/ 


=  —  I    I  — ^ —  (*.  h  4-  ^2  ^2  +  ^3  ^3) 

das  Potential    der  Wechselwirkung  der  beiden  galva- 
nischen Ströme. 

Die  gesammte  Arbeit  zerlegt  sich  in  drei  Bestandtheile,  nemlich 
erstens:    die    elektromotorische   Arbeit    im    ersten 
Leiter 

zweitens:    die   elektromotorische   Arbeit   im   zweiten 
Leiter 

drittens:    die  elektrodynamische  Arbeit  beider  Ströme 
auf  einander 

dt  I    \  ds.  ds'  — ~  (i,  i\  -f  i,  i;  -f  13  i;). 

Nachdem  wir  das  Potential  der  Wechselwirkung  der  beiden 
galvanischen  Ströme  kennen  gelernt  haben,  wollen  wir  diese  Wechsel- 
wirkung zu  erklären  versuchen  aus  der  Wechselwirkung  der  ein- 
zelnen elektrischen  Theilchen. 

Zu  dem  Ende  ist  es  nöthig,  allgemein  zu  erörtern,  wie  die 
Sätze  der  §§.  36  bis  43  abzuändern  sind,  wenn  das  Potential  nicht 
nur  von  den  Coordinaten,  sondern  auch  von  den  Geschwindigkeiten 
der  bewegten  materiellen  Punkte  abhängt. 
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§.  95. 

t 

Der  erweiterte  Satz  von   Lagrange :    o  |  ( 7'      D  |-  S)  dt  =  0. 

0 

Wir  betrachten  ein  System  von  bewegten  materiellen  Tlieil- 
chen.  Es  sei  T  die  lebendige  Kraft  dieses  Systems.  Der  Aus- 
druck für  die  zur  Zeit  t  geleistete  Arbeit  (das  Potential)  möge  in 
zwei  Theile  zerlegt  werden 

so  dass  S  nur  von  den  Coordinatcn  der  Theilchen  abhängig  ist, 
D  ausserdem  noch  von  den  Geschwindigkeiten.  Wir  bezeichnen 
mit  X,  y,  z  die  Coordinaten   irgend   eines  der  materiellen  Punkte 

und  schreiben  zur  Abkürzung  — ;—  =x\  ——-  =  ?/,  — j—  =^  z\  und 

°    dt  'dt         '^      dt 

entsprechend  die  zweiten  Derivirten.  Die  Componenten  der  auf 
den  Punkt  (x-,  y,  z)  wirkenden  Kraft  seien  Z,  F,  Z.  In  dem  Zeit- 
element dt^  nach  Ablauf  der  Zeit  <,  wird  die  Arbeit  geleistet 

(1)  ^  {Xx'  +  Yy'  4-  Zz')  dt. 

Die  Summirung  ist  über  sämmtliche  Punkte  auszudehnen.  Diese 
Arbeit  ist  gleich  dem  Zuwachs,  welchen  das  Potential  in  dem 
Zeitelement  dt  erleidet: 

Nun  haben  wir  aber 

Aus  der  Gleichung  (2)  geht  hervor,  dass  in  —rr  -\ j    kein  Glied 

vorkommen  darf,  das  nicht  eine  von  den  Geschwindigkeits- Com- 
ponenten als  Factor  enthielte.  Die  Derivirte  --,—  genügt  dieser 
Bedingung.  Damit  dasselbe  mit  -y—  der  Fall  sei,  darf  in  D  kein 
Glied  vorhanden  sein,   in  welchem  die  Geschwindigkeiten   nur   in 
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der   ersten   Potenz   aufträten.      Denn   dadurch   würde   der    zweite 

Bestandttheil  von  — ^—  mit  Gliedern  behaftet  sein,  die  von  x\  xi' ,  z' 
dt  ^  ' 

frei  wären.  Man  sieht  also,  dass  in  D  die  Grössen  x\  y' ,  z'  minde- 
stens in  der  zweiten  Potenz  enthalten  sein  müssen. 

Am  einfachsten  nehmen  wir  für  D  eine  homogene  Function 
zweiten  Grades  von  x' ,  y' ,  z\  also 

Si         A..  X.  x.  4-    B..  XI.  XI.  Ar-     C  z.  z.  \ 
,i   \-[-2D..  z.  X.  4-27?..  X.  XI.  -^2 F..  ii.  z.\ 

Die   Coefficienten   Ä;j  ....  Fjj   sind   Functionen    der   Coordinaten 

sämmtlicher  Punkte.     Die   Derivirtc  -, -   besteht   dann   aus   einer 

dt 

homogenen  Function  dritten  Grades  von  x^,  y' ,  z'  und  einer  homo- 
genen Function  ersten  Grades  derselben  Variabein  und  die  auf- 
tretenden Coefficienten  sind  Functionen  der  Coordinaten  x,  y,  z. 
Nun  hat  aber  die  homogene  lineare  Function  von  x\  y%  z' ,  welche 

in  — =—  vorkommt,  ebenso  wie  die  Function  — ,   ,  von  selbst  schon 
dt  dt 

die  Form  (1)  und  lässt  sich  in  keiner  andern  Weise  in  diese  Form 

dB 

bringen.     Dagegen    kann   man   die   in  -y-    auftretende    Function 

dritten  Grades  in  sehr  mannigfaltiger  Weise  in  die  Form  (1)  brin- 
gen. Aus  dem  Ausdruck  für  die  Arbeit  sind  also  die  bewegenden 
Kräfte  nicht  völlig  bestimmt. 

Der  Satz  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  spricht  sich 
aus  in  der  Formel 

T  —  S  —  Z)  =  const. 

Wir  fragen  nun,  wie  die  Bewegung  vor  sich  gehen  müsse,  damit 
dieser  Satz  in  Gültigkeit  sei. 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  haben  wir  einen  Fingerzeig 
im  §.  43.     Dort  ist  bewiesen: 

Wenn  P  nur  von  den  Coordinaten  (/, ,  (72,  ...  abhängig  ist 
und  der  Ausdruck  dieser  Function  die  Zeit  t  explicite  nicht  ent- 
hält, wenn  ferner  T  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  von 
9'J,  q'2,  ...  ist,  so  ist 


.ßr 


-\-  P)  dt  =  0 
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die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung,  damit 

r— P=const. 
sei. 

Hier  ist  nun  S  ein-  Function  nur  von  den  Coordinaten  x^y,  z  . . ., 
eine  Function,  deren  Ausdruck  die  Zeit  t  explicite  nicht  enthält, 
es  ist  T  —  D  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  von  tc', 
y\  z\  ...  Folglich  können  wir  ohne  weiteres  den  Satz  des  §.  43 
anwenden,  der  jetzt  so  lautet: 

Wenn  die  Bewegung  so  vor  sich  gehen  soll,  dass 
der   Satz   von   der   Erhaltung   der  lebendigen   Kraft 

(G)  r— aS  — Z)  =  const. 

in    Gültigkeit    ist,    so    ist    die    n o t Inv e n d i g e   und   hin- 
reichende  Bedingung   zu   erfüllen: 

i 

(7)  0  ^{T—D-\-iS)  dt^(). 

5 
Diese  Bedingung  führt  auf  Differentialgleichungen  von  der  Form  (G) 
des  §.  42.     Man  hat  dort  für  unsern  vorliegenden  Fall  nur  T —  1) 
statt  T  und  &  statt  P  zu  schreiben. 

§.  9G. 
Das  Potential  zwei  elektrischer  Theilchen.    Weber's  Form. 

Es  kömmt  nun  darauf  an,  den  Satz  des  vorigen  Paragraphen 
auf  den  Fall  anzuwenden,  dass  die  bewegten  materiellen  Punkte 
elektrische  Theilchen,  und  die  Kräfte,  unter  deren  Einwirkung  sie 
sich  bewegen,  ihre  gegenseitigen  Anziehungen  und  Abstossungen  sind. 

Für  diese  Aufgabe  ist  D  das  Potential  der  Wechselwirkungen 
der  elektrischen  Theilchen ,  soweit  es  von  den  Geschwindigkfciten 
mit  abhängt.  Dasselbe  besteht  aus  drei  Theilen,  nemlich  dem  Po- 
tential i),  der  beiden  Ströme  auf  einander,  dem  Potential  D^ 
des  ersten  Stromes  auf  sich  selbst,  und  dem  Potential  D.^  des 
zweiten  Stromes  auf  sich  selbst.     Nach  §.  94  (5)  ist 

(1)  D^   =   -^   \     j   '- (^,  i\  -[-  i^  i\  -L  i^  ^■;). 


r  rds .  dS' 
J  J      '• 


Wenn   ein  Leiter   der  Elektricität  bewegt  wird,   und   in  ihm 
die  elektrischen  Theilchen  gleichzeitig  in  Bewegung  begriffen  sind, 
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so  kann  man  die  Bewegung  jedes  solchen  Theilchens  in  zwei  zer- 
legt denken,  nemlich  die  Bewegung  mit  dem  Leiter  und  die  re- 
lative Bewegung  gegen  den  Leiter.     Es  seien 

dx         dy         dz 

dt  dt  dt 

die  Componenten  der  absoluten  Geschwindigkeit  des  im  Punkte 
(ar,  ?/,  z)  concentrirten  elektrischen  Theilchens  s,  und  es  seien 

die  Componenten  der  absoluten  Geschwindigkeit  des  Leiterelementes. 
Dann  sind 

dx  dy  dz 

die  Componenten  der  relativen  Geschwindigkeit  des  elektrischen 
Theilchens  gegen  den  Leiter. 

Wir  bezeichnen  mit  x,  ?/,  z  die  Coordinaten  eines  Punktes  von 
dS  und  mit  x^.  ?/,,  z^  die  Coordinaten  eines  Punktes  von  dJS\ 
Dann  ist 

r2  r=  (x  —  x^y  ^{y  —  y^Y  -\-{z  —  z^y, 

folglich  durch  Diflferentiation 

Sa?  'bXy  2)y  2)y^  2>Z()z^  ' 

3ic  i)yi         'bx.yly  ' 

3z/  3^1  "by  ^'bz  ' 

-  32  (r2)  _  32  (-,.2-)  ^ 
3^  bx^  bz^  bx 

P'ühren  wir  nun  eine  Function  T'^ein  durch  die  Definitions-Gleichung 

m  r      "  '^''^  4-r  '^'^'^  4-i'  '^^''^ 


so  haben  wir 


Dadurch  lässt  sich  der  Ausdruck  (1)  für  D,  in  die  folgende  Form 
bringen : 
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XON  n  1     r  fdSdS'/.     oj?  0J7 


/ 


Wir  beginnen  mit  der  Integration  über  den  ersten  Leiter,  also 
mit  dem  Integral 

'dS^/.    iF    ..    ^F  iF\ 

Durch  Integration  nach  Thcilen  |§.  20,  Gleichungen  (1)  und  (2)] 
erhält  man  dafür 

und  es  ist  das  erste  dieser  beiden  Integrale  über  den  Raum  des 
ersten  Leiters,  das  zweite  über  seine  Oberfläche  zu  erstrecken. 
Wir  setzen  aber  Ströme  voraus,  bei  denen  an  keiner  Stelle  die 
Dichtigkeit  der  freien  Elektricität  sich  ändert  [§,  57,  Gleichung  (1)J 
und  bei  deiien  die  Oberfläche  des  Leiters  isolirt  ist  [§.  57,  Glei- 
chung (2)].     Wir  ha])en  also 

ox  oy  öz 

.     "bx     ,     .     c)y     ,     .     2>z         - 

Hiernach  vereinfacht  sich  das  Raum  -  Integral  in  (4),  und  das 
Oberflächen -Integral  fällt  ganz  weg.  Der  Ausdruck  (3)  geht  in 
Folge  dessen  über  in: 

^'^  1     f  f  I       ^{~)  Kl)  Ky)l 


2x        '      ^       -by        '      •'       ö;2     J 

In   dieser  Formel   braucht   man    nur    die    Differentiation    von  — 

r 

"wirklich  auszuführen  und  die  Function  F  aus  Gleichung  (2)  wieder 
einzusetzen,  um  den  neuen  Ausdruck  zu  erlangen: 

Für  die  weitere   Transformation  ist  es  von  Nutzen,   den   Zusam- 
menhang   zwischen    den    specifischen    Stromintensitäten    und    den 
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Componenten  der  Geschwindigkeit  des  einzelnen  elektrischen  'riieil- 
chens  in  Betracht  zu  ziehen.  Nach  §.  54,  (5)  ist  nemlich  bei  der 
hier  gebrauchten  Bezeichnung 


dS 


dz 


Ssr^      az        T-i 
'''^-lj'-df~Zj 


Die  Summirung  erstreckt  sich  über  alle  im  Kaumelemente  dS  ent- 
haltenen elektrischen  Theilchen.  Nun  können  aber  für  ein  und  das- 
selbe Leiterelement  die  Geschwindigkeits-Componenten  v^,v^,v^  vor 
das  Summenzeichen  genommen  werden.  Und  da  im  Innern  des 
Leiters  an  keiner  Stelle  freie  Elektricität  vorhanden  ist,  so  haben  wir 

(7)  S^  =  ^- 

Folghch  vereinfachen  sich  die  letzten  Gleichungen  und  wir  erhalten 

dx 


i.dS^-Yi'.^T 


dy 


9) 


(8)  ^^'^^  =  Yl^   dt^ 

Drei  entsprechende  Gleichungen  ergeben  sich  für  das  Raumelement 
dS'  des  zweiten  Leiters.  Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  geht  der 
Ausdruck  (G)  über  in: 

1      Zj  Zj   r  A3a;  dt  "^  ly  dt  "^  ^z   dt)  X^bx"   dt   ^  'by\    dt   +  ^  ~dt} 

Die  eine  Summirung  ist  über  alle  elektrischen  Theilchen  des  ersten, 
die  andere  über  alle  Theilchen  des  zweiten  Stromes  zu  erstrecken. 
Die  Gleichung  (9)  lässt  sich  noch  einfacher  schreiben.  Be- 
zeichnet man  nemlich  die  in  der  Zeit  dt  eintretende  Aenderung 
von  r,  die  von  der  Bewegung  des  Theilchens  z  heniilirt,  mit  or, 
die  entsprechende  Aenderung  von  r,  die  von  der  Bewegung  des 
Theilchens  z'  herrührt,  mit  o'?-,  so  findet  sich  schliesslich: 

Schwere,  Klektrieitiit  n.  Magnt^tisiiuis.  Cyt 
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Dieser  Ausdruck  gibt  das  Potential  Z>,  abhängig  von  der  ab- 
soluten Bewegung  der  elektrischen  Theilclien.  Nun  dürfen  in  (10) 
noch  solche  Glieder  hinzugefügt  werden ,  die  bei  der  Suniniation 
sich  aufheben ,  und  durch  deren  Einführung  bewirkt  wird ,  dass 
nur  noch  die  relative  Geschwindigkeit  vorkömmt. 

Der  Inbegriff  dieser  Glieder  ist 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  diese  Doppolsumme  den  Werth  Null 
hat.     Beginnen  wir  nemlicli  in 


ZjZj     r     \dt) 


mit  der  Summirung  über  den  zweiten  Leiter,  so  kann  der  Factor  s 
aus   dem   inneren  Summenzeichen  herausgenommen  werden.     Für 

irgend    ein    einzelnes   Element   dos   zweiten   Leiters   ist  —  yzr) 

constant  und  V's'  =  U.    Folglich  liefert  jedes  Element  des  zweiten 

Leiters  zu  der  Summe  den  Beitrag  Null^  und  deshalb  ist  die  ganze 
Summe  gleich  Null.  In  entsprechender  Weise  zeigen  wir,  dass 
auch  der  zweite  Bestandtheil  von  (11)  den  Werth  Null  hat. 

Fügen   wir   nun   den  Beitrag  (11)   auf  der  rechten  Seite  von 
(10)  liinzu  und  schreiben 

or         oV  dr 

'dt  ~^ 'dt    ~  ~dt  ' 
so  ergibt  sich 

££'  /dr\^ 

Dieser  Ausdruck  kömmt  zu  Stande,  wenn  man  für  die  Wechsel- 
wirkung  der  beiden  einzelnen  bewegten  Theilchen  s  und  s'  setzt: 


c^)       .•    ^-  =  ISS^(l' 


'dr\^ 


Das  elektrostatische  Potential  der  beiden  Theilchen  ist 

(14)  '^■=--f- 

Hier  muss  al)er  beachtet  werden^  dass  in  (13)  und  (14)  die  Elek- 
tricitiltsmengen  nach  verschiedenem  Maasse  gemessen  sind,  nemlich 
in  D  nacli  magnetischem,  in  S  nach  elektrostatischem  Maass. 
Sollen   beide  Ausdrücke   zusammengefasst  werden,    so  müssen  sie 
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vorher  auf  einerlei  Maass  gebracht  werden.  Wir  können  z.  B.  in 
D  elektrostatisches  Maass    einführen.     Dies  geschieht,    indem  wir 

in  (12)  und  (13)  "    —  statt  s  und  -  -~ —  statt  s'  schreiben.      Die 

Grösse  c  ist  eine  durch  Experiment  zu  bestimmende  Constante. 
Hiernach  erhalten  wir  schliesslich  das  Potential  zwei  elektrischer 
Th  eilchen: 

Dieser  Ausdruck  führt  auf  Weber's  Grundgesetz  der  Wechsel- 
wirkung zwischen  zwei  elektrischen  Theilchen.  Wir  wollen  das- 
selbe im  nächsten  Paragraphen  ableiten. 

§•  97. 
Weber's  Grundgesetz. 

Wir  haben  angenommen,  dass  bei  der  Wechselwirkung  zwischen 

elektrischen  Theilchen  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  lebendigen 

Kraft  in  Gültigkeit  sei.     Eolglich  geht  die  Bewegung  so  vor  sich, 

dass  der  erweiterte  Satz  von  Lagrange  (§.95)  erfüllt  ist,  nemlich 
t 

(1)  0  C.{T~D.-\-S)dt  =  0. 

0 
Wir  nehmen  nur  zwei  elektrische  Theilchen ,    die  in  den  Punkten 
{x^y^z)  und  (cc,,  ?/^,  z^  concentrirt  sind.    Ihre  Elektricitätsmengen 
seien  £  und  £',  ihre  Massen  tn  und  m , .     In  diesem  Ealle  ist 

T  =-  y  m.  {x  '  -f  j,''  _|-  s' ')  _f  -_  m,  (.«; '  +  2/i '  +  ^i ')' 

^  ~       C2  V       \dt)    ' 

£  Z' 

r 
Danach  erhalten  wir 


I   T  dt  =  7)1  I  (;/;'  Zx  -\-  y  Mj  -\-  z  oz )  dt 

0  0 

t 

+  Wj  I  (x;  oa^;  4-  y[  hj[  -^z\  fjz\)  dt. 


21 
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Hier   ist  dieselbe  Transformation  wie  im  §.  39  auszuführen.     Da- 
durcli  ergibt  sich 

t  t 

(2)  -  6 Jr*  =  '"^(4'?  ä-  +  4^?  'V  +  4If  ^''^ 

0  0 

t 

+'"i  j  {'df^  ^^'^  +  ^^ "  ^^^  +  -dd  ^'')  ^'- 

0 

Ferner  haben  wir 

t  t 

h  i  S  dt  =    t  t'  i  ^  dt. 

0  0 

*  0 


6  0 


„   _  -     ,    ^    dr    d  hr    , 


Das  letzte  Integral  ist  noch  zu  transformiren.  Die  Integration 
nach  Theilen  gibt 

fl    do'    d  or    j            \     dr   ^ 
= = —  dt  = ^—  ör 
r    dt      dt                  r     dt 

—  \     '\V  Ht)  ^    , 

f   5 or  dt. 

J  dt 

Bei  der  Einsetzung  der  Grenzen  fällt  der  freie  Tlieil  heraus,  weil 
or  =  0  ist  zu  Anfang  und  zu  Endo  der  Bewegung.  Folglich  er- 
halten wir 

t  t 

/l  dr  d  or  ,  /*  1  d'^r  ^  ,, 
^  ^^  dt  ^^  —  I r^r-  or  dt 
r    dt      dt                      j    r     dt^ 

0  0 

/ 

/         1         /  (IiT^  \ 

+j  -.    {-^)  ä-  äL 

0 

und  deshalb 
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t 

(3)  8  Ci—D-\-S)clt 

0 

Setzt  man  nun  aus  (2)  und  (3)  in  (1)  ein,  so  tindet  sich,  dass 
zwei  elektrische  Tlieilchen  s  und  e'  in  der  Entfernung 
r  eine  Abstossung  auf  einander  ausüben^  deren  Rich- 
tung in  ihre  Verbindungslinie  fällt,  und  deren  Grösse 


c  c 


\        ^    ^  \di)    "^  "^2"    llW  I 


ist.     Dies  ist  Web  er 's  Grundgesetz.*) 

§.  98. 
Das  Potential  zwei  elektrischer  Theilchen.    Riemann's  Form. 

Wir  kehren  zu  dem  Ausdruck  (ö)  in  §.  94  zurück.    Danach  ist 

■^1     ==    —     I         I     ~ (S    h    +    «2    h   +  *3    ^d 

für  magnetisches  Maass,  dagegen 

(1)      i* ,  =  -  ^  ff^  is  i;  +  i.K  +  i,  '•;,) 

für  elektrostatisches  Maass.  Führen  wir  hier,  mit  Hülfe  der 
Gleichungen  (8)  des  vorletzten  Paragraphen  und  der  drei  ent- 
sprechenden Gleichungen  für  den  zweiten  Leiter,  sofort  die  Ge- 
schwindigkeiten ein,  so  erhalten  wir 

^^       '   ~    c2   ZjZj    r    \  \dt     dt    '^  dt     dt    '^  dt     dt)]' 

Wir  wollen  wieder  so  transformiren ,  dass  nur  die  relative 
Lage  und  die  relativen  Bewegungen  in  Betracht  kommen.    Es  ist 

*)  Weber.  Elektrodynamische  Maassbestimmuiigcn.  Tlieil  1.  Seite  99. 
(Abhandlungen  der  K.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Leipzig  184(;.) 
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Denn  wir  können  mit  der  Siimmirung  über  den  zweiten  Leiter  be- 
ginnen.    Dann  tritt 

vor  das  innere  Summenzeichen.    Für  irgend  ein  beliebiges  Element 

des    zweiten   Leiters   ist  —  constant.     Bei   der   Siimmirung   über 

''  1 

dieses   Element    kann    also   auch  als   Factor  vorangenommen 

r  ° 

werden.  Es  ist  aber  für  jedes  einzelne  Element  des  zweiten  Leiteis 
2j  s'  =  0.     Folglich   liefern   alle   einzelnen  Elemente  des  zweiten 

Leiters  den  Beitrag  Null,  und  deshalb  ist  die  ganze  Summe  gleich 
Null.     In  entsprechender  Weise  zeigen  wir,  dass 

(4)    ^ss-7-|(1i^)+(t')+(w-yi-o 

ist.     Aus  (2),  (3),  (4)  ergibt  sich  dann 
(5) 

''~''  c^  hh  ~r~  ^lu  ^  ~dT)  +  \dJ  ~ ~dT)  "^  \dt  ~  ~dt  )  f 

Für  zwei  einzelne  Theilchen  setzen  wir  demnach 

^    ^  c2      r     ^dt  df/'^Xdf         dtJ'^Kdt  dtJ\ 

§•  99. 
Riemann's  Grundgesetz. 

Wir  wollen  auch  mit  Hülfe  dieses  zweiten  Ausdruckes  für  D 
die  Wechselwirkung  zwischen  zwei  elektrischen  Theilchen  berechnen. 

Wir  gehen  wie  in  §.  97  aus  von  der  Formel 

t 

(1)  5  C{T—D-\-S)dt  =  0, 

in  welcher  der  erweiterte  Satz  von  Lagrange  sich  ausspricht. 
Wir  könnten  nun  wieder  denselben  Weg  einschlagen  wie  in  §.  97. 
Es  ist  aber  auch  erlaubt ,  sofort  von  der  Formel  (6)  des  §.  42 
Gebrauch  zu  machen,  welche  hier  lautet: 

^  dt  '^  ' 

Für  q  sind  der  Reihe  nach  die  Coordinaten  x,  y,  z.  x^,  y ^,  z^  ein- 
zusetzen.    Wir  führen  die  Rechnung  durch  für  q  ^^  x.     Es  ist 
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cilso 

IT  ,        ^T 

=1:  m  x\       — —  =  U. 

Demnach  liaboii  wir  jetzt 

d-'x             \^x'}        ID     .     28 
(3)  ^-'^'^t^-'^t ^  +  T^^ 

Es  findet  sich  aber  aus  der  Formel  (II)  des  vorigen  Paragraphen 

1)D  3  s'    1    /  dx         dxi\ 

^  ^      ^^2^  7  \dt  df) ' 

ID  _  _  zj.'^^lr^\/dx  __dx  ^\^      /dy  _  d.y^\^      /dz  _dz^'^\ 
l^"~        c2    r-i-bxy^dt         'dt}'^\dt         dtJ'^Vdt         dt  )  ]' 

Endlich  ist 

3aS  £  o'   3r 


bx  r^    3« 

Setzt  man  dies  ein  in  Gleichung  (3),  so  erhält  man 

l2  /dx       dxiV\ 
V         "J  2r    .e,'%[Vdt~~~^[ 

(^)  ^  -  T^Tc^  +  T^"  dt 

■+■  c^'  >-2  3a)  \U«         (^^  /  "^  V  dt         dt  )  ~^\dt         dt  /  f 
Ebenso  findet  sich 

,.-  ,.         ^by_       ze'''\r\dt         dtJj 

^^^  ~~    r2    -by  "T"  c2  o5« 

-\-  c2'  ,.2  2),y  ^dt         dt)  ~^\dt         dtJ'^Xdt         dt/j 

I  2   /dz        <^^i\\ 

'^72'72'^\W«         cZ^  /  '^"W«         r?^  /  '^\dt         dt  /  / 
Ueber   bewegte  freie  Elektricität  ist  es  bis  jetzt  nicht  gelungen, 
Versuche  anzustellen. 
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§.    100. 

Wirkung  sämmtlicher  Theilchen  s'  auf  ein  Theilchen  s.    Riemann's  Gesetz. 

Um    die  Wirkung   sämmtlicher   elektrischer  Theilchen   e'   auf 
das  eine  Theilchen  £  zu  untersuchen,  haben  wir  zu  setzen 

wenn  V  die  elektrostatische  Potentialfunction  der  Theilchen  e'  auf 
den  Punkt  (x,ij,z)  bezeichnet.  Was/)  betrifft,  so  sind  die  l)eiden 
Hypothesen  (§§.  96  u.  98)  zu  unterscheiden.  Nach  Webe  r  "s  Formel  ist 

nach  Riemann's  P'ormel  dagegen 

^     ^  ZJc^    r  \\dt         dt  )  '^\dt--df)  ^U  ~   dt)  f 

Wir  wollen  die  letztgenannte  zuerst  behandeln.  Werden  in  (2'^) 
die  Quadrate  ausgerechnet,  so  zerlegt  sich  D  in  drei  Bestand- 
theile,  nemlich: 

^  c2     r    \  dt  ~dt~    '    "^«T  ^r  "T"  "5^  "^1  * 
Bezeichnen   wir   die  Geschwindigkeit  des  Theilchens  s  mit  «,    die 
Geschwindigkeit   des  Theilchens    s'   mit   v\  .  so   lässt   sich    kürzer 
schreiben : 

c2  Zj    r    \dt     dt     '     c?f  ~^r  "^  W  "7?7~/ 


/2 

~  V 

r 


_  2  —  ^^^  V  —  -^1 
c2    c^^  Zj    r     df 

C2    'dt   2j~~dt'' 
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Zur  Abkürzung  wollen  wir  setzen 

S£       CtdO  4 
~v~ät  =  "" 


'  ^2/l  ._ 


dt 
Dann  haben  wir 


(3)  D  ^  -\v'^V^\-W 


,-,    £    /      dx    .         dri    .         dz  \ 


Die  Functionen    V,   W,  u^^u.^^n.^  genügen  der  Gleiclmng  von 
Laplace,    folglich  auch  Z),  insofern  es  von  x^y^z  abhängig  ist: 

(4)  ^^^'Jl^^^^O. 

^  ^  Ix^    ^  lyi    ^    7>z^ 

Wir  wollen  noch  die  Aenderung  von  V  herstellen,  die  in  dem 

Zeitelement  dt   dadurch  zu  Stande  kommt,    dass  die  Theilchen  s' 

sich  bewegen,  und  x,  ?/,  z  constant  genommen  werden.  Es  findet  sich 

3  F   •^    ^     \r/   dx^       ^-^    ^     \r)  dy  ^       ^   ^     \  r  /   dz  y 

It     "~  "  2j  ^      3«,       d~t~  "  2j  ^  ~~^y       dt         2j  ^  ^30 j     ^^ 
Nun  haben  wir  aber 

folglich 


^      \  r  /   c?a;j         't-^    ^      \  r  )  dx^ 


1 
und  ebenso 


Ix,       df  ~  2j 


3m  j 
3ct'       dt  2)x 


lyy         dt  Zj'        ly         dt  3?/ 

~  2j  ^      7iz~  ~dt    ^  2j  ^       32       ^  ~    Iz 


3W3 
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Der  Ausdruck  für  ^--  geht  dadurch  in  den  folgenden  über 

IV  ^   bu^         7>n,^         ^n., 
^  ^  M  Ix    ~^  'by    '^    -bz  ' 

Auf  Grund  dieser  Diiferentialgleichung  könnte  man  über  die  Be- 
deutung der  Functionen  F,  Uj,  «.^,  n.^  eine  Annahme  machen.  Man 
kann  annehmen,  die  elektrische  Wirkung  werde  durch  einen  Aether 
vermittelt.  Vermöge  der  Gleichung  (5)  Hessen  sich  dann  V  als 
die  Dichtigkeit,  ?<,,?f2i^<3  ^Is  die  Stromintensitäten  dieses  Aethers 
ansehen, 

§.  101. 
Fortsetzung:    Weber 's  Gesetz. 

Wir  wollen  für  die  Wirkung  der  sämmtlichen  Theilchen  a' 
auf  das  eine  Theilchen  s  das  Potential  auch  nach  Weber 's 
Theorie  herstellen. 

Zunächst  ist  wieder 

(1)  >S'=£F. 

Diese  Function  genügt  der  Gleichung  von  Laplace.   Zur  Abkürzung 
möge  für  irgend  eine  Function  F  die  Summe  der  drei  Derivirten 
2)2^         S2i/^         b'^F 

~bx^  +  "^p"  +  "372"  =  ^2  F 

gesetzt  werden.     Bei  dieser  Bezeichnung  haben  wir  also 

(2)  A2>S'=0. 

Die  Function  D  ist  jetzt  aus  Gleichung  (2")  des  vorigen  Para- 
graphen zu  nehmen.     Es  ist  nun  aber 

.2  ={x-x,y^{y-  y,Y  +{z-  z,)\ 
folglich 

dr      {x  —  x^)/dx       d^\\j_{y  —  y\){^y       ^^y\\_\(^  —  z^y/dz       dz^\ 
'dt  ~        r        \dt  dt~}  "^  r         \dt  di  )   '         r        IW        dt)' 

Setzen  wir  dies  in  den  Ausdruck  für  D  ein,  so  ergibt  sich 

Diese  Function  genügt,  insofern  sie  von  x,  y,  z  abhängig  ist,  nicht 
der   Gleichung  von   Laplace,    sondern   der  complicirteren  Diffe- 
rentialgleichung 
(4)  A.,A,/J=^0. 
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Um  das  zu  beweisen,  setzen  wir 


Die  einzelnen  Summanden  in  D   sind  dann,   abgesehen   von    con- 
stanten  Factoren,  von  der  Form 

a.H. 

Es  ist  aber 

~^ '  V  2)x  Jx  "^  ~l^    It/  "•    "37    ^z~) ' 
und  es  lässt  sich  durch  Differentiation  leicht  beweisen,  dass 

^2  6r  =  0, 

Folglich  erhalten  wir  einfacher 

A,  (GH)  ^  2  (-^  -^^;-  +  —  -^~  4-  ^  -^^-)- 

Die  Factoren  — ,    - — ,   sind    von   x,  y,  z   unabhängig.      Es 

.    ,     ,  2x        dl/        Iz 

wird  also 

'^H  ^AM     ,    IH   2>A.^G     ,    2>H    ^A^G 
•by        ly 

und  dies  ist  gleich   Null,   da  A^G^^^O   ist.     Damit  ist  auch  die 
Gleichung  (4)  bewiesen. 

Web  er 's  Hypothese  führt  also  bei  dem  vorliegenden  Problem 
auf  eine  complicirtere  Differentialgleichung. 

§.  102. 
Bewegung  des  Theilchens  s.     Riemann's  Gesetz. 

Wir  wollen  jetzt  für  das  Theilchen  s  die  Dewegungsgleichungen 
selbst  ableiten^  und  zwar  zunächst  nach  Riemann's  Hypothese; 
(1)  S  =  e  V. 

dx    .         dy    .         dz^ 


A,  A,  (GH)  =  2  [-^  --^^  +    -^  ~-^—  +  —  — ^^-~- j 


,.    £    /      ax    ,         ay    ,         az\ 
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Für  die  Bewegung  gilt  der  erweiterte  Satz  von  Lag  ränge  und 
aus  ihm  ergibt  sich  wie  in  §.  99,  (2) : 

\       lg' /  _  2>(7  —  Z)4-/S) 

dt  Tiq 

Hier  sind  für  q  der  Reihe  nach  die  Coordinaten  cc-,  yy,  z  einzusetzen. 
Wir  erhalten  für  q  =^  x  in  derselben  Weise  wie  in  §.99,  (3): 

d(^\ 

^  ^  dt^  dt  7>x    ~  ~bx 

Die  nach  x  genommenen  partiellen  Derivirten und  sind 

ÖX  öX 

von   der  Beschleunigung   unabhängig.     Wohl  aber  kommt  die  Be- 

schleunigung  vor  in  -j- Es  ist  nemlich 

^D   j,    s    i^c?a!        ^    e 

folglich 

\lx' )    -         ö    „  d^x  z    dV   dx  £    cZmj 

jt     ■"'"'  72"    ~dt^~c^~dt'~dt~c^^dr 

oder  kürzer 

Ux')   ^  _  o  ^  F  ^^'  _i-  -1^-1— 
dt        ~  c2        df^  "^         ^t       ' 

wenn  man  mit  0  eine  Differentiation  nach  t  andeutet,  bei  welcher 
^  als  constant  angesehen  wird.  Führt  man  dies  in  Gleichung  (3) 
ein,  so  ergibt  sich: 


öl 


2c  ^Ad'^x         ^Xtx'}         ID    ,     IS 


,.-.  /  .       CZ     tA  <^    ^  \  ex    /  du      , 

(4)  („.  +  -5-  V)-^  =  —j^ -^^  +  ^^ 

Auf  demselben  Wege  erhalten  wir  die  beiden  anderen  Gleichungen : 


(öj  \^^  +    ^2     ^)  ^^2   -  —dtr~         ^y    ■+     ly 

,,..              /       ,2s   ,,\d'^z          ""y-bz')         ID    ,     IS 
(6)  1-+-^  V)-^^  =  — ^^ 17  +  17 
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§.    103. 

Fortsetzung:    Weber's  Gesetz. 

p]ndlicli  sollen  für  das  elektrische  Theilchen  s  die  Bewegungs- 
gleichungen auch  aus  W  e  h  e  r '  s  Formel  hergeleitet  werden : 

(1)  S  =  zV, 

Hier  findet  sich  ^ 

2)D  dx    .    ,   (hl    I        dz    .    ^ 

wobei  a,  i,  c,  k  Functionen  von  a?,  y,  z  sind ,    welche  der  partiellen 
Differentialgleichung  genügen 

A2  A2  F  =  0. 
Durch  Differentiation  nach  t  erhalten  wir 


d'^x    ,    ,   d'^y    .        d^z    . 
==«c^^2   +^^2  +^-^,T  +  .^' 

und  hier  ist  die  Function  g  nur  von  den  Coordinaten  cc,  ?/,  z  und 

(Ti>c        diij        dix 
den  Geschwindigkeiten  ~-y—,  --^-,  —^abhängig.    Demnach  lauten 

die  Bewegungsgleichungen : 

,  d.'^x        ,  d'^y  d^z  iD     ,     iS 

^'^^"^^  dt^-  ^  ^  It^  -' '  dt^  =  ^  -  Tx  +  1^' 

,_.  d'^x  ,    ,         ,    ,  d/^y  d^z  2iD    ,     S/S 

d:^x      ,    d^y  ,    ,  .  d^z  ^D    ,     Ö/S 

"  ^2  ^^2  -  ^2  ^^  +  ("^  -"  ^2)  ^2^  =  r/2  -  -^y  +  ^  • 

Hier  müsste  also  zunächst  eliminirt  werden. 

§•  104. 
Zusammenhang  mit  Ampere's  Gesetz. 

Der  Ausdruck  (12)  des  §.  96  ist  von  uns  so  interpretirt  worden, 
dass  der  von  den  Geschwindigkeiten  abhängige  Theil  des  Gesammt- 
potentials  zwei  geschlossener  Ströme  auf  einander  sich  durch  Sum- 
mirung   aus  lauter  Einzelpotentialen  zusammensetzt.     Das  Einzel- 
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potential  bezieht  sich  überhaupt  auf  zwei  elektrische  Theilchen  s 
und  £'.  Handelt  es  sich  um  das  Potential  D^  zweier  Strome  auf 
einander,  so  hat  man  jedes  Theilchen  s  des  einen  Stromes  mit 
jedem  Theilchen  s'  des  anderen  Stromes  zusammenzufassen,  für 
jede  solche  Zusammenstellung  das  Einzelpotential  zu  bilden  und 
alle  Einzelpotentiale  zu  summiren.  So  kömmt  aus  §.  yß  (13)  der 
Ausdruck  für  D^  in  Gleichung  (12)  desselben  Paragraphen  richtig 
zu  Stande,  und  ebenso  aus  (II)  der  Ausdruck  für  D,  in  Glei- 
chung (5)  des  §.  98. 

Soll  nun  aus  dem  Fundamentalgesetze  Weber's 

(1)  s  +  D=.-^\l^^\{pi'\ 

^  ^  '  r     \  c^    \dt  J   \ 

oder  aus  dem  Fundamentalgesetze  Riemann's 

^z)b-j^D  --^^  +  -^  )l7/7  ^"  ~d^:)  +  Vdt  " ~dt)  +  Vdt  ~ ~df) 

die  gesammte  Wechselwirkung  aller  elektrischen  Theilchen  berechnet 
werden,  welche  überhaupt  in  zwei  geschlossenen  Leitern  in  Iluhe 
und  in  Strömung  begriffen  sind,  so  hat  man  für  jede  Combination 
von  zwei  verschiedenen  Theilchen  s  und  s'  den  Ausdruck  (1)  resp. 

(2)  herzustellen  und  zu  summiren. 

Hier  sind  dreierlei  Combinationen  zu  unterscheiden,  nemlich 
zwei  ruhende  Theilchen,  ein  ruhendes  und  ein  bewegtes  Theilchen 
und  endlich  zwei  bewegte  Theilchen. 

Wir  wollen  den  besonderen  Fall  von  zwei  geschlossenen  con- 
s tauten  Strömen  betrachten,  um  zu  untersuchen,  ob  Weber's 
Grundgesetz,  resp.  Riemann's  Grundgesetz  mit  Ampere' s  Ge- 
setze im  Einklang  stehen  oder  nicht.  Bei  Ampere  handelt  es 
sich  um  die  elektrodynamische  Wechselwirkung  zwischen  zwei 
Stromelementen,  von  denen  das  eine  dem  ersten,  das  andere  dem 
zweiten  Strome  angehört.  Es  kommen  also  hier  nur  die  Wechsel- 
wirkungen zwischen  den  bewegten  elektrischen  Theilchen  der 
beiden  constanten  Ströme  in  Betracht. 

Nun  lässt  sich  zunächst  beweisen,  dass  der  von  S  herrührende 
Beitrag  zu  dem  Gesammtpotential  der  bewegten  elektrischen  Theil- 
chen gleich  Null  ist.  Denn  wir  können  mit  einem  einzelnen  Theil- 
chen £  zunächst  alle  anderen  Theilchen  a'  in  Combination  bringen. 
Dann   tritt  z   aus    dem    Summenzeichcn    heraus,    und    es    ist    die 


Zusammonliang  mit  Ampcre's  Gesetz.  335 

Summiiung  Vj  —    über    alle    von    £    verschiedenen    Tlieilchen    s' 

auszudehnen.      Nehmen    wir    zunächst    die    Summirung    über   ein 

Stronielement  vor,   so  kann  auch     -  vor  das  Summenzeichen   ge- 

r 

bracht  werden.  Für  beharrhche  (hier:  constante)  Ströme  ist  aber 
V^^3'  =  ()  in  jedem  Stromek^nunite.  Alh^  Beiträge  zu  der  zu  bil- 
denden Summe  sind  also  Null.  Dies  gilt  für  die  Zusammen- 
stellung jedes  einzelnen  Theilchens  s  mit  den  davon  verschiedenen 
Theilchen  z'.     Folglich  ist  hier 

(3)  -S^--«- 

Es  bleibt  nur  noch  die  Summe  aller  Wertlie  von  D  übrig 
für  die  Combinationen  von  je  zwei  bewegten  Theilchen.  Diese 
Combinationen  zerfallen  in  drei  (iruppen,  nemlich: 

erstens:    je    ein    Theilchen   des   ersten    Stromes    mit  je 

einem  Theilchen  des  zweiten  Stromes; 
zweitens:    je  zwei  Theilchen  des  ersten  Stromes; 
drittens:     je  zwei  Theilchen  des  zweiten  Stromes. 
Diese  Gruppen  liefern  der  Reihe  nach  die  Potentiale,  welche 
in  §.90  mit  2)^  D.^,  D^  bezeichnet  sind. 

Für  constante  Ströme  sind  D.^  und  Dg  constant.  Gehen  wir 
von  (1)  aus,  so  ist 

wenn  die  Summirung  über  alle  Combinationen  von  Theilchen  des 
ersten  Stromes  ausgedehnt  wird. 

Da  der  Leiter  von  unveränderlicher  Gestalt  vorausgesetzt  wird, 
so  dürfen  wir  ein  mit  demselben  fest  verbundenes  Coordinaten- 
system  x,y,z  zu  Grunde  legen.  Dann  ist  bei  einem  con stauten 
Strome  die  Function 


/ar 
\di 


dt  J 

nur  abhängig  von  x',  ?/,  z  einerseits  und  Xy^y^^Zy  andererseits. 
Nimmt  man  zunächst  ein  einzelnes  s  und  summirt  über  alle  s',  so 
ist  die  Summe  eine  Function  einzig  und  allein  von  x-,  y,  z  d.  h. 
von  den  Coordinaten  jenes  Theilchens  s.  Bildet  man  aber  diese 
Summe   für  jede  Werthen  -  Combination  a?,  3/,  z,   die  überhaupt  zu 


336  Neunter  Abschnitt.    §.  104. 

Punkten  im  Innern  des  Leiters  geliört  und  fasst  alle  diese  Summen 
durch  Addition  zusammen,  so  ist  das  Resultat  constant. 
Dasselbe  gilt  von  der  Summe 

wenn  sie  über  alle  Combinationen  von  Theilchen  des  ersten  Stromes 
erstreckt  wird. 

Ebenso  beweisen  wir,  dass  bei  constanten  Strömen  D^ 
constant  ist. 

Bei  constanten  Strömen  ist  also  die  von  den  bewegten  elek- 
trischen Theilchen  geleistete  Gesammtarbeit  gleich  der  Aenderung 
von  D^  allein.  Danach  zeigt  sich,  dass  Web  er 's  und  Riemann's 
Grundgesetze  mit  Ampere's  Gesetze  im  Einklang  stehen.  Denn 
Ampere's  Gesetz  bezieht  sich  auf  constante  Ströme.  Ampere 
hat  bei  seinen  Beobachtungen  die  Gleichgewichtslage  beweglicher 
Stromleiter  abgewartet,  die  von  constanten  Strömen  durchflössen 
waren.  Aus  diesen  Beobachtungen  hat  er  sein  Gesetz  abstrahirt. 
Da  wir  nun  Ampere's  Gesetz  aus  Z>,  abgeleitet  haben,  und  der 
Ausdruck  für  Z),  aus  Weber' s  und  auch  aus  Riemann's  Grund- 
gesetze sich  bersteilen  lässt,  so  ist  jener  P^inklang  in  der  That 
nachgewiesen.  *) 


*)  Ueber  die  Bewegung  der  P^Iektricität  in  drahtförmigen  und  in  be- 
liebigen Leitern  bat  Kirclihoff  zwei  Abbandhingen  veri)ffenthcht  in  Poggen- 
dorff's  Annalen  Bd.  100  (S.  YSX)  und  Bd.  102  (S.  529).  Die  elektromotorische 
Kraft  wird  darin  angesehen  als  lierrührend  von  vorhandener  freier  Elektricität 
und  von  der  Induction,  die  in  Folge  der  Aenderungen  der  Stromstärke  in  allen 
Theilen  des  Leiters  stattfindet.  Kirchhoff  gelangt  dadurch  zu  Strömen,  bei 
denen  nur  ausnahmsweise  die  Dichtigkeit  der  freien  P^lektricität  im  Innern  des 
Leiters  gleich  Null  ist.  Diese  Untorsuchungen  Kirchhoff's  bilden  den  Aus- 
gangspunkt für  die  Entwicklungen  von  Weingarten  und  Lorberg.  (Wein- 
garten. Ueber  die  Bewegung  der  Elektricität  in  Leitern.  Borciiardt's 
Journal.  Bd.  63.  —  Lori)erg.  Zur  Theorie  der  Bewegung  der  Elektricität 
in  nicht  linearen  Leitern.     Borchardt's  Journal  Bd.  71.    S.  53.) 

Im  Jahre  1858  hat  Riemann  der  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in 
Göttingen  einen  Aufsatz  überreicht,  später  aber  wieder  zurückgezogen.  Derselbe 
ist  unter  dem  Titel:  „Ein  Beitrag  zur  Elektrodynamik"  im  131.  Bande  von 
Poggendorff's  Annalen  (S.  237)  abgedruckt.  Darin  ist  die  Hypothese  aus- 
gesprochen, dass  die  Kraft,  welche  zur  Zeit  t  in  einem  elektrischen  Theilchen 
ihren  Sitz  hat,  auf  ein  anderes  solches  Theilchen  in  endlicher  Entfernung 
erst  zu  einer  späteren  Zeit  t-\- £^t  ihre  Wirksamkeit  beginne.    Diesen  Grund- 
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gedanken  finden  wir  auch  in  einem  gleichzeitig  (1SG7)  veröffentlichten  Auf- 
satze von  L.  Lorenz:  Ueber  die  Identität  der  Schwingunjien  des  Lichts  mit 
den  elektrischen  Strömen.  (Poggendorff's  Annalen.  Bd.  131.  S.  243.)  Den- 
selben Grundgedanken  hat  C.  Neumann  weiter  behandelt.  (Die  Principien 
der  Elektrodynamik.  Tübingen  18G8.  Gratulationsschrift.—  Allgemeine  Betrach- 
tungen über  das  Web  er' sehe  Gesetz.    Mathematische  Annalen  Bd.  8.    187;').) 

Web  er 's  Grundgesetz  ist  in  den  letzten  Jahren  Gegenstand  einer  von 
Ilelmholtz  angeregten  Controverse  gewesen.  Man  sehe  darüber  die  Ab- 
handlungen : 

Helmholtz.  Ueber  die  Bewegungsgleichungen  für  ruhende  leitende 
Körper.  (Borchardt's  Journal  Bd.  72.)  —  Ueber  die  Theorie  der  p]lektro- 
dynamik.     (Borchardt's  Journal  Bd.  75  und  Bd.  78.) 

Weber.  Elektrodynamische  Maassbestimmungen,  insbesondere  über  das 
Princip  der  Erhaltung  der  Energie.  (Abhandlungen  der  mathematisch-physischen 
Klasse  der  K.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  Bd.  10.) 

C.  Neumann.  Ueber  die  den  Kräften  elektrodynamischen  Ursjjrungs 
zuzuschreibenden  Elementargesetze.     (Dieselben  Abhandlungen  Bd.  10.) 

Ferner:  Die  Aufsätze  von  C.  Neumann  im  5.  und  ('>.  Bande  der  Mathe- 
matischen Annalen  und  die  Monographie  desselben  Verfassers:  Die  elek- 
trischen Kräfte.    Theil  1.    Leipzig  1873. 

Von  besonderem  Interesse  für  den  Mathematiker  sind  die  beiden  Ab- 
handlungen von  H.  Weber:  Ueber  die  Bessel'schen  Functionen  und  ilire 
Anwendung  auf  die  Theorie  der  elektrischen  Ströme.  (Borchardt's  Journal 
Bd.  75.)  —  Ueber  die  stationären  Strömungen  der  Elektricität  in  Cylindern. 
(Borchardt's  Journal  Bd.  76.) 

Von  Lehrbüchern  sind  zu  citiren : 

Beer.  Einleitung  in  die  Elektrostatik,  die  Lehre  vom  Magnetismus  und 
die  Elektrodynamik.     Braunschweig  1865. 

Wiedemann.  Die  Lehre  vom  Galvanismus  und  Elektromagnetismus. 
2.  Auflage.     Bd.  I.  II.  1  und  2.     Braunschweig  1872.  1873.  1874. 

Maxwell.  A  treatise  on  electricity  and  magnetism.   Vol.  LH.   Oxford  1873. 

Bei  Wiedemann  findet  man  auch  eine  ausführliche  Uebersicht  über  die 
Literatur. 


Schwere,  Elektricität  n.  Magnetismus.  •)•> 


Neunter  Aliscliiiitt. 

Erdiiiagiietisiiins. 


§.  105. 
Die  Potentlalfunction    F"*  der  erdmagnetischen  Kräfte. 

Eine  Magnetnadel,  die  um  ihren  Sehwci'punkt  ivvi  drehbar 
aufgehängt  ist,  stellt  sieh  an  jedem  Orte  der  Erdoberfläche  in  eine 
ganz  bestimmte  Richtung  ein.  selbst  dann,  wenn  künstliche  Magnete 
oder  galvanische  Ströme  in  ihrer  Nähe  nicht  vorhanden  sind.  Man 
erklärt  diese  Ph'scheinung  dadurch,  dass  man  die  Erde  selbst  als 
einen  Magnet  ansieht.  Man  nimmt  an,  dass  im  Innern  der  Erde 
magnetische  Massen  vorhanden  sind  oder  galvanische  Ströme  im 
Innern,  resp.  an  der  Oberfläche  der  Erde,  oder  dass  beide  Ursachen 
neben  einander  auftreten  und  die  beobachteten  magnetischen  Wir- 
kungen im  äusseren  Räume  hervorbringen.  Nun  lässt  sich  aber 
jeder  geschlossene  nichtlincäre  Strom  als  ein  System  von  linearen 
Strömen  auffassen  (§.  89).  Und  wenn  es  nur  auf  die  äussere  mag- 
netische Wirkung  ankömmt,  so  darf  man  (nach  §.  72)  den  ge- 
schlossenen linearen  Strom  durch  eine  gewisse  Vertheilung  fingirter 
magnetischer  Massen  ersetzen. 

Ohne  der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  zu  schaden,  nehmen 
wir  also  an^  dass  die  magnetischen  Wirkungen,  welche  der  Erd- 
körper an  seiner  Oberfläche  und  im  äusseren  Räume  ausübt,  allein 
herrühre  von  einer  (freilich  unbekannten)  Vertheilung  magnetischer 
Massen  in  seinem  Innern.  Wir  betrachten  die  Erde  als  eine  Kugel 
vom  Radius  a  und  legen  in  ihren  Mittelpunkt  den  Anfangspunkt 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems,  dessen  positive  ^-Axe  den 
Nordpol  treffen  möge.  Bezeichnet  man  mit  d^i  ein  unendlich  kleines 
magnetisches  Massenelement  im  Innern  der  Erde,  mit  x,  y,  z  die 
Coordinaten  eines  Punktes  an  der  Oberfläche  oder  im  äusseren 
Räume  und  mit  r  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  dem  magne- 
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tischen  Element   o?fj.,   so   hat  die   von   dem   Erdmagnetismus   lier- 
rührende  Potentialfunction  im  Punkte  (a?,  y,  z)  den  Werth 


(1)  F* 


rifx 


-ß 


Die  Integration  ist  über  alle  magnetischen  Massen  im  Innern  der 
Erdkugel  zu  erstrecken.  Dabei  bemerken  wir,  dass  wie  bei  jedem 
anderen  Magnet  auch  hier  die  algebraische  Summe  der  magne- 
tischen Massen  im  Innern  der  Erde  gleich  Null  sein  muss: 


(2i)  Cd^  =  0. 


Die  Vertheilung  der  magnetischen  Massen  ist  uns  nicht  be- 
kannt. Wir  können  also  die  Function  F*  nicht  a  priori  aus  ihrer 
Definitionsgleichung  (l)  herstellen.  Wohl  aber  sind  wir  im  Stande, 
an  beliebig  vielen  Punkten  der  Erdoberfläche  die  auf  die  positive 
magnetische  Einheit  ausgeübte  erdmagnetische  Kraft  ihrer  Grösse 
und  Richtung  nach  zu  beobachten,  und  daraus  lässt  sich  mit 
grösserer  oder  geringerer  Genauigkeit  der  Werth  der  Potential- 
function F*  in  jedem  Punkte  der  Erdoberfläche  be- 
rechnen. Mit  absoluter  Genauigkeit,  wenn  man  an  jeder  Stelle 
der  Erdoberfläche  die  nach  Norden  gerichtete  horizontale  Com- 
ponente  der  erdmagnetischen  Kraft  als  bekannt  voraussetzt. 

In  der  That  denken  wir  uns  auf  der  Erdoberfläche  ein  System 
von  Meridianen  gezogen  und  auf  irgend  einem  Meridian  vom  Pole 
aus  den  sphärischen  Abstand  s  genommen.  Kennt  man  dann  auf 
diesem  Meridian  für  jedes  s  (von  .s  =r  0  bis  s  =^  aiz)  die  nördlich 

gerichtete  horizontale  Componentc — ,   so  ergibt  sich  durch 

Integration 

(3)  v-  v;  -f~~  ds, 

0 

und  die  Integrationsconstante  V*  ist  der  Werth  der  Potential- 
function V*  im  Nordpol.  Der  Werth  dieser  additiven  Constanten 
bestimmt  sich,  wie  wir  später  (§.  110)  zeigen  werden,  daraus,  dass 
die  magnetischen  Massen  im  Innern  der  Erde  die  Bedingungs- 
gleichung (2)  erfüllen. 

Kennt  man  also  auf  jedem  Meridian  die  ncirdlich  gerichtete 
horizontale   Componente   der   erdmagnetischen  Kraft,   so  ist  auch 

22* 
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die  Potentialfunction  F*  in  jedem  Punkte  der  Erdoberfläche  be- 
kannt. Diesen  Satz  hat  Gauss  aufgestellt  im  Artikel  15  seiner 
Abhandlung:  allgemeine  Theorie  des  Erdmagnetismus.*) 
Die  Voraussetzung,  dass  die  Function  V*  in  jedem  Punkte 
der  Oberfläche  gegeben  sei,  bildet  das  Fundament  der  weiteren 
Untersuchung. 

§.  106. 
Fingirte  magnetische  Belegung  der  Erdoberfläche. 

Wenn  die  Potentialfunction  F*  an  jeder  Stelle  der  Erdober- 
fläche gegeben  ist,  so  lässt  sie  sich,  wie  in  den  §§.  21  und  34 
gezeigt  worden,  immer  in  einer  und  nur  in  einer  Weise  in  den 
äusseren  Raum  hinein  fortsetzen,  so  dass  sie  in  diesem  äusseren 
Räume  überall  endlich  und  stetig  variabel  ist,  dass  sie  in  unend- 
licher Entfernung  den  Werth  Null  hat,  und  dass  an  jeder  Stelle 
des  äusseren  Raumes  die  partielle  Differentialgleichung 

erfüllt  wird.  Man  hat  als  Begrenzung  des  Raumes  2'  (§.  21)  die 
Erdoberfläche  und  eine  concentrische  Kugelfläche  von  unendlich 
grossem  Radius  zu  nehmen.  Diese  Potentialfunction  entspricht 
der  Voraussetzung,  dass  im  äusseren  Räume  keine  magnetischen 
Massen  vorhanden  sind. 

Im  §.  79  ist  nachgewiesen ,  dass  man  die  Function  F*,  aus- 
gehend von  den  Werthen  in  der  Erdoberfläche,  in  unendlich  mannich- 
faltiger  Weise  ins  Innere  stetig  fortsetzen  kann.  Jede  solche  Fort- 
setzung liefert  dann  für  einen  inneren  Punkt  im  allgemeinen  einen 
anderen  Werth  des  Ausdruckes 

1     /S^F*        r^V*        S2F*\ 

Folglich  gibt  es  unendlich  viele  verschiedene  Vertheilungen  von 
magnetischen  Massen  im  Innern  der  Erde,  welche  sämmtlich  die- 
selbe magnetische  Wirkung  an  der  Oberfläche  und  im  äusseren 
Räume  ausüben,  nemlich  die  Wirkung,  welche  aus  der  in  der  Ober- 
fläche gegebenen  Potentialfunction  F*  und  ihrer  eindeutigen  Fort- 
setzung im  äusseren  Räume  sich  berechnet. 


*)  Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  im  Jahre 
1<S38.  Herausgegeben  von  Gauss  und  "Weber.  Leipzig  1831».  —  Gauss' 
Werke.    Band  f).     Göttingen  1867. 
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Im  §,  80  hüben  wir  den  wichtigen  Satz  entwickelt,  dass  man 
die  unbestimmte  räumliche  Vertheilung  der  magnetischen  Massen 
im  Innern  ersetzen  kann  durch  eine  einzige,  ganz  bestimmte  Ver- 
theilung über  die  Oberliäche.  Die  Potentialfunction,  welche  von 
dieser  fingirten  Belegung  der  Oberfläche  herrührt,  soll  zur  Unter- 
scheidung mit  V  bezeichnet  werden.  In  einem  Punkte  der  P^rd- 
oberflächc  oder  des  äusseren  Raumes  ist  dann 

(2)  F=   F*. 

Im  Innern  der  Erde  ist   V  eine  einwerthige,  endliche  und  stetige 
Function  des  Ortes,  dagegen   F*  völlig  unbestimmt. 

Wir  wollen  von  der  fingirten  Belegung  der  Erdoberfläche  aus- 
gehen und  die  davon  herrührende  Potentialfunction  F  für  den 
ganzen  unendlichen  Raum  herstellen.  Es  sei  do^  ein  Element  der 
Erdkugel-Oberfläche  und  a  ihr  Radius.  Wir  nehmen  Kugelcoordi- 
naten  zu  Hülfe.  Auf  einer  mit  der  Erde  concentrischen  Ilülfskugel 
vom  Radius  1  soll  der  Pol  in  dem  Punkte  liegen,  welcher  von  der 
Axe  der  positiven  z  getroften  wird,  und  der  Anfangsmeridian  soll 
die  Axe  der  positiven  x  durchschneiden.  Wir  verbinden  einen 
Punkt,  der  dem  Flächenelement  c?a'  angehört,  mit  dem  Mittelpunkte 
der  Kugel.  Der  Radius  vector  schneidet  die  Hülfskugel  in  einem 
Punkte,  dessen  Poldistanz  0'  und  dessen  geographische  Länge  cp' 
sei.  Dann  sind  a,  h%  '^'  die  Kugelcoordinaten  des  erstgenannten 
Punktes.  In  diesem  Punkte  sei  p'  die  Dichtigkeit  der  fingirten 
magnetischen  Massenbelegung.  Also  ist  p'  c/o'  das  Quantum  magne- 
tischen  Fluidums,    welches    über    das 

"Uli  0    4-Q 

Element  ausgebreitet  ist.  In  einem 
Punkte,  dessen  Kugelcoordinaten  r,  0,  cp 
sind,  denken  wir  uns  die  positive  Ein- 
heit der  magnetischen  Masse  concen- 
trirt.  Dieser  Punkt,  der  an  einer  be- 
liebigen Stelle  im  äusseren  Räume  oder 
im  Innern  der  Erde  oder  in  der  Erd- 
oberfläche liegen  kann,  habe  von  dem 
Punkte  (a,  0',  cp')  den  Abstand  t  (Fig.  49), 
und  die  Radien  beider  Punkte  mögen 
den  Winkel  y  einschliessen.  Dann  wird  die  von  der  fingirten  mag- 
netischen Belegung  der  Erdoberfläche  herrührende  Potentialfunction 
im  Punkte  (r,  0,  cp)  detinirt  durch  die  Gleichung: 
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(3) 

und  es  ist 

(4) 


V 


r^'  do' 


^2  :=  (j2  _j_  ,.2  —  2ar  cos  -y. 
Fig.  50. 


Die  Integration  in  (3)  ist 
über  die  ganze  Erdober- 
fläche zu  erstrecken.  Der 
Winkel  y  wird  auf  der 
Hülfskugel  vom  Radius  1 
gemessen  durch  den  Bogen 
eines  grössten  Kreises.  Die- 
ser Bogen  (Flg.  50)  ist  die 
dritte  Seite  eines  sphäri- 
schenDreiecks, dessen  beide 
andere  Seiten  0  und  9'  den 
Winkel  ^—^'  einschliessen. 
Folglich  gilt  für  cos  7  die 
Formel: 


(5)  cos  7  =  cos  6  cos  0'  -|-  sin  9  sin  9'  cos  (cp  —  9'). 

Die  Dichtigkeit  p'  ist  eine  Function  von  0'  und  9'.  Wir  haben  0' 
variabel  von  0  bis  7:  und  <p'  variabel  von  0  bis  27:  zu  nehmen. 
Die  Function 

(6)  p'=/(0',9') 

ist  nun  freilich  a  priori  nicht  bekannt.  Folglich  geben  uns  die 
Gleichungen  (3)  und  (4)  auch  nicht  ohne  weiteres  die  Werthe  von 
V  im  ganzen  unendlichen  Baume.  Sie  machen  uns  aber  darauf 
aufmerksam,  dass  V  sich  nach  ganzen  Potenzen  von  r  entwickeln 
lässt.  Die  Coefficienten  der  Entwicklung  sind  Functionen  von 
H  und  cp,  deren  Form  wir  aus  den  Bedingungen  zu  bestimmen 
haben,  dass  V  im  äusseren  Baume  sowohl  wie  im  Innern  der 
Erdkugel  der  Gleichung  von  Laplace  Genüge  leisten  muss  und 
beim  Durchgange  durch  die  Erdoberfläche  nicht  unstetig  werden 
darf  [§.  79  (1),  §.  80  (1)  und  (2)].  Ist  hiernach  die  Entwicklung 
von  V  vollständig  durchgeführt,  so  treten  darin  unendlicli  viele 
constante  Coefficienten  auf,  die  vorläufig  unbestimmt  sind.  Sie 
erhalten  dadurch  bestimmte  Werthe,  dass  die  so  entwickelte 
Function  V  an  jeder  Stelle  der  Erdoberfläche  mit  der  dort  ge- 
gebenen Potentialfunction    K*  übereinstimmen  soll. 
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Auf  diese  Weise  gelangt  man  zu  einem  völlig  bestimmten 
Ausdrucke  für  die  Function  F,  und  wenn  dieser  hergestellt  ist, 
so  ergibt  sich  die  Dichtigkeit  der  fingirten  magnetischen  Belegung 
der  Erdoberfläche  mit  Hülfe  der  Gleichung  (3)  des  §.  80. 

Nach  diesem  Ueberblick  über  den  einzuschlagenden  Weg  gehen 
wir  zu  der  Durchführung  der  Rechnung  selbst  über. 

§.  107. 
Entwicklung  der  Function   V  nach  Kugelfunctionen. 

Das  Element  do'  der  Kugeloberfläche  vom  Kadius  a  lässt  sich 
ausdrücken 

da'  =  a'^  sin  0'  dh'  do\ 

Führt  man  dies  in  die  Gleichung  (3)  des  vorigen  Paragraphen 
ein  und  benutzt  die  Gleichungen  (4)  und  (6)  desselben  Paragraphen, 
so  erhält  man 

)  sin  6'  dh' 


0)        v^-i:ä.A^ßM^ 


—  2«>'  cos  y) 

0  0 

Nun  können  wir  für  r  >■  a  entwickeln : 

(2)  {a^  -]-  ''^  —  ^  ^^^'  cos  y)     " 

Dagegen  hat  man  für  r  <^a\ 

(3)  («2  -f  ,-2  —  2  a>-  cos  y)~^ 

=^{^o+/',e+p.(-:,r+...+n0'+...]. 

Die  auftretenden  Coefficienten  P,,  ^  1\^  P.^^  .  .  .  Fn  .  .  .  sind  in 
beiden  Entwicklungen  dieselben.  Es  sind  algebraische,  rationale, 
ganze  Functionen  von  cos  y,  und  zwar  jede  von  dem  Grade,  den 
ihr  Index  angibt.  Es  ist  nicht  schwer,  einen  Ausdruck  für  P„  zu 
finden.  Man  hat  nur  ^u  beachten,  dass  die  Gleichungen  (2)  und 
(3)  auf  der  einen  Entwicklung  beruhen 

(1  +  a2  —  2a  cos  y)~^ 
=  Po  +  P^  a  4-  P^  a^  +  .  .  .    -f  P„  a"  -t-  •  •  •, 
wenn   c(   positiv   und   kleiner   als  1   genommen   wird.      Man   kann 
aber  schreiben 
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(1  +  .^  -^  2.  co»T)-'  =  (i  -^ff^.^r^-  (1  +  ^^)-*; 

und  da  der  absolute  Zalilwertli  von  27.  cos  y  kleiner  als  1  -[- a^ 
ist,  so  darf  man  auf  der  rechten  k^eite  der  letzten  Gleichung  den 
ersten  Factor  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  entwickehi  und 
jedes  Glied  der  Reihe  mit  dem  zweiten  Factor  ausmultipliciren. 
Dadurch  ergibt  sich  , 

(1  -|-  «^  —  2  a  cos  y)    ' 

1  \_      ^  ^^^  T       1^   1  •  3     a'^  cos  Y^ 

1.3.5  ...    (2n—  1)  oc"  cos  y" . 

"T"    TT  2  .  3  .  ~  ^I  l«±i  +  •  •  ■ 

Hier  hat  man  die  Potenzen  von  (1  -j-«^)  mit  negativen,  gebrochenen 
Exponenten  wieder  nach  dem  binomischen  Lehrsätze  zu  entwickeln 
und  schliesslich  nacli  ganzen  Potenzen  von  a  zu  ordnen.  Auf 
diesem  Wege  findet  sich 

(4)  n  =  1 

und  für  jedes  ganze  n,  das  grösser  als  0  ist: 

^^^  1.3.5  ...  (2n— 1)      " 

n(n — 1)  ,,    ,   n  (n — 1)  (n  —  2)  (n  —  3)  „   , 

=  ™^ •'" -  2-(k^l)  ™^  ■<       +  -2.4   (-l-l)(2«-3)  ""  ^ 

"+  ■■■ 
Hiernach  dürfen  wir  die  Coefticicnten  F^,  F^,  F^i  ■  •  •  ^^n  ■  •  • 
in  (2)  und  (3)  als  bekannte  Functionen  von  cos  y  ansehen.*)  Für 
r  ^^  a  stimmen  beide  Entwicklungen  überein.  Werden  die  in  (2) 
und  (3)  gewonnenen  Reihen  in  die  Gleichung  (1)  eingeführt,  so  er- 
gibt sich 

für  einen  Punkt  im  äusseren  Räume  (r>>a): 

(6)  ^--"Yi^'iv)  ; 


*)  Andere  Entwicklungen  für  P^^  findet  man  im  17.  Bande  von  Crelle's 
Journal  in  der  Abhandlung  von  Pirichlet:  Sur  les  serics  dont  le  terme  ge- 
neral  depend  de  deux  angles  et  qui  servent  ä  exprimer  des  fonctions  arbi- 
traires  entre  des  limites  donnees.  —  Man  vergleiche  auch  Heine,  Handbuch 
der  Kugelfunctionen.  Berlin  1861.  -  Sidler,  die  Theorie  der  Kugelfunctionen. 
Bern  1861. 
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ferner  für  einen  Punkt  im  I  n  n  e  r  n  der  Erde  (>•  <  a) 

(7)  ''^-«S  «"(¥)"' 

H  -ü 

endlich   für    einen  Punkt   der  Erdoberfläche   (r  =  a) 

(8)  ^  =  -  "  S  ^- 

n    0 

Tn  den  drei  letzten  Gleichungen  hat  Q«  überall  dieselbe  Bedeutung, 
nemlich 

(9)  Qu  =   Cch^'  Cl\  .  f  (0',  cpO  sin  (y  d(y. 

0  0 

Nun  ist  aber  P„  eine  ganze  Function  ntan  Grades  von  cos  7,  d.  h. 
nach  Gleichung  (5)  des  vorigen  Paragraplien  eine  ganze  Function 
wten  Grades  von  den  drei  Grössen  cos  6,  sinOcoscp,  sinOsincp. 
Folglich  gilt  dasselbe  in  Betreff  der  Function  Q„.  Um  einen  Aus- 
druck für  Qn  zu  erhalten,  haben  wir  zu  beachten,  dass  die  Func- 
tion V  im  äusseren  Räume  sowohl  wie  im  Innern  der  Erde  der 
Gleichung  von  Laplace  Genüge  leisten  muss.  Es  lässt  sich  dabei 
nach  (9)  und  (4)  vorab  bemerken,  dass  Q„  =  const.  ist. 

§.  108. 
Die  Kugelf unction  nten  Ranges. 

Die    Gleichung    von   Laplace    lautet    für   Kugelcoordinaten 
[§.  29,  (4)] 

^^^  3r         "T"  sin  0  50  "^  sin  0^    äcp^ 

Nehmen  wir  zunächst  einen  Punkt  im  äusseren  Baume,  so  ergibt 

sich  aus  Gleichung  (G)  des  vorigen  Paragraphen: 


7>V- 


('■■'^) 


2)r 


n— 0 

=  -a|](«+l)nQ„(-)      . 
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Handelt   es   sich   dagegen   um    einen  Punkt   im  Innern   der  Erde, 
so  berechnen  wir  nach  Gleichung  (7)  des  vorigen  Paragraphen 


.2 

7)1 
3F- 


3>' 

3F  „^       .,    /r\"+i 


(-^) 


?r 


M-  0 


Im  einen  wie  im  anderen  Falle  ist  dies  in  die  partielle  Differential- 
gleichung (1)  einzuführen.  Die  Differentiationen  nach  0  und  cp 
treffen  nur  die  Functionen  Q„.  Nachdem  auch  diese  Differentiationen 
vorschriftsmässig  bewirkt  und  die  Resultate  der  Rechnung  in  (1) 
eingesetzt  sind,  hat  man  für  sich  gleich  Null  zu  setzen,  was  mit 
jeder  einzelnen  Potenz  von  r  multiplicirt  ist.  Dadurch  erhält  man 
für  einen  äusseren  wie  für  einen  inneren  Punkt  in  gleicher 
Weise  die  partielle  Differentialgleichung 

(2)  n  («  +  1)  Q.  +  ~.^^^  +     ^   ■    ,^f     '  =  0. 

sm  fJ2    3<:p2      '         sin  0  SO 

Eine  Function  Q„,  welclie  dieser  partiellen  Difterentialgleicliung 
Genüge  leistet,  wird  eine  Kugelfun ction  nten  Ranges  genannt. 

Um  zu  einer  Entwicklung  dieser  Function  zu  gelangen,  erinnern 
wir  uns  daran,  dass  Q„  eine  ganze  Function  «ten  Grades  von  cos  0, 
sin  6  cos  (p,  sin  0  sin  cp  ist,  dass  also  in  dem  zu  bildenden  Ausdrucke 
nur  Potenzen  mit  ganzen,  positiven  Exponenten  auftreten  können 
und  überhaupt  kein  Exponent  grösser  als  u.  Nun  lassen  sich  aber 
die  Potenzen  von  cos  cp  und  von  sin  cp  durch  die  Cosinus  und  Sinus 
der  Vielfachen  von  cp  ausdrücken,  und  da  keine  höhere  Potenz  als 
die  nie  vorhanden  ist,  so  wird  auch  höchstens  das  ;^ fache  von  'p 
auftreten. 

Wir  setzen  deshalb 

(3)  Qn    =^    GnO  -\-  Gnl  COS  Cp  -f"   Ö^n  2  COS  2  cp  -f"  •  •  •  -|-  G,,n  COS  11  cp 

-\-  Hni  sin  cp  -\-  Hn2  sin  2  cp  -|-  •  •  •  4-  H^n  sin  n  cp 
und  führen  diesen  Ausdruck  in  die  partielle  Differentialgleichung 
(2)   ein.     Dadurch   ergibt  sich  eine  Reihe,  geordnet  nach  Cosinus 
und  Sinus  der  Vielfachen  von  cp,  bis  zum  w fachen,  und  der  Werth 
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(lieser  Reihe  soll  Null  sein.  Dazu  ist  nötliig  und  hinreichend,  dass 
man  für  sich  gleich  Null  setze,  was  mit  cos  m  cp  und  was  mit  sin  m  cp 
multiplicirt  ist,  und  zwar  für  jedes  ganze  m  von  0  bis  n. 

Durch  Ausführung  der  Rechnung  ergeben  sich  zur  Bestimmung 
von  Gnm  und  von  Z^,,„,  die  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 

\n  (n  -f-  1)  sin  0^  —  m"^  j  (t„,„  4-  sm  6  . ^^ --  0, 

d  Ismo — j7—\ 
]n  (n  -f  1)  sin  'J2  —  m^  \  H„„,  -\-  sin  0  . ^^ =  0. 

Beide  Gleichungen  sind  in  derselben  Form  enthalten,  nemlich  in 
der  Form 

c^(sinfJ-^^) 

(4)  |n  («  +  1)  sin  h'^  —  m^ \  Q,„,  +  sin  fj  . ^^ =  0. 

Nun  bemerken  wir,  dass  Gnm  und  H^m  in  der  Gleichung  (3)  mit 
cos  m  cp  und  resp.  sin  m  <p  multiplicirt  auftreten.  Dem  Cosinus  und 
dem  Sinus  von  wtcp  entspricht  aber  als  höchste  Potenz  von  cos  o 
und  resp.  sin  cp  die  mte  Potenz,  Da  nun  in  dem  Ausdrucke  für 
Qn  die  letztgenannten  beiden  Functionen   nur   in  der  Verbindung 

sin  0  cos  cp  und  sin  0  sin  cp 
auftreten,   so   hat  man   sich  darauf  gefasst   zu   machen,   dass   in 
Qnm  der  gemeinschaftliche  Factor  sin  0™  auftreten  werde. 
Wir  setzen  also 

(5)  Q„,,  =  sin  fr  i^  (cos  e) 

und  erhalten  zur  Bestimmung  der  Function  F  (cos  9)  aus  (4)  die 
Differentialgleichung 

i^"  (u)  Jr\nin-^\)-m(m-\-l)\F  (u) 
^'^  -  2  (m  +  1)  u  F'  {u)  —  «2  F^'  («)  =  0, 

wenn  zur  Abkürzung  cos  0  =  u  gesetzt  wird.  Die  Form  dieser 
Gleichung  weist  uns  darauf  hin,  eine  Entwicklung  nach  absteigen- 
den Potenzen  von  u  mit  der  P^xponentendifferenz  2  vorzunehmen: 

(7)  F (lO  =  u^'  +  -I2  ^''"'  +  ^4  «''"'  +  •  •  • 

Führt  man  dies  in  (6)  ein,  so  ist  u^'  die  höchste  dort  auftretende 

Potenz  von  u.     Dieselbe  ist  multiplicirt  mit 

(/i  +1)  —  wt  (m  +  1)  —  2  (m  +  1)  p  —  p  (p  —  1). 


n 
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Ferner  ist  dann  ti^-^''  multiplicirt  mit 

Ajc]n(ni-l)~m(m-{-\)  —  2(m-\-l)(p~2k)  —  (p  —  2k)(p~2k-l)\ 

+  A2U-2  (/>  —  2Ä;  -f  2)  (p  ~  2k  -f-  1). 
Soll  aber  die  Gleichung  (6)  erfüllt  sein,  so  ist  für  sich  gleich  Null 
zu  setzen,  was  mit  jeder  einzelnen  Potenz  von  u  multiplicirt  ist. 
Es  ist  also  zunächst 

n  (n  +  1)  —  7)1  (m  -\- 1)  ~  2  (vi -\- 1)  p  —  p  (p  —  l)  =  0. 
Dies  liefert  zwei  Werthe  von  p,  nemlich 

Pi  =  n  —  m    und    pj  =  —  «  —  ^^  —  1, 
und  dem  entsprechend  erhalten  wir  zwei  von  einander  unabhängige 
particuläre   Integrale.      Das    zweite   ist    für   iinsern   Zweck   nicht 
brauchbar,    da  die  Exponenten   von  u   negativ   sind   und   deshalb 
das  Integral  unendlich  wird  für  9  =    -  it. 

Es  ist  ferner 
A2u\n{n-\-\)-m{m\-\)-2{m-\-\){:p-2k)-{:p~2k)(^p-2h~\)\ 

=  —  ^2ft-2  (/?  -  2k  -f-  2)  {p  —  2Ä;  -4-  1) 
zu  setzen,  oder,  wenn  man  die  Bedingung  für  p  berücksichtigt: 

^2i-.2Ä;(2m  +  2p— 2^  +  l)=-^2Ä;-2(p-2/f-f  2)(p  — 2Ä;+1). 

Danach  haben   wir   für  das  erste  particuläre  Integral   die   Coeffi- 
cienten  -  Bestimmung 

K)     2k— {       )    2.4.6...2Ä;(2w-l)(2w'=:3y:T:(2^)r=TF+~l)' 

und  dieses  erste  particuläre  Integral  selbst  liefert  die  für  unsern 
Zweck  allein  brauchbare  Function 

(9)  Q„«=  sin  6"  }  cos  9"-'"  -f  A^  cos  fj— -^  _|_  A,  cos  e"-"'-' 

+  ...  -[- ^,,  cos  0"-'"-^'  +  ...  j. 
Hiernach  ergibt  sich  für  Q„  die  Entwicklung 

(10)  Qn  =^  gno  Q„o  -f-  Qni  (g^l    COS  Cp  -j-  hnl    slu  Cp) 

-f-  ^"2  {9n2  COS  2(p  -j-  hnj  slu  2 cp) 

+  . . . . 

4"   QtDi  (gnn  COS  n(f  -j-  hnn    siu  11  rf). 

Die  Functionen  Q„o,  Qni,  Qn2,  •  •  •   Qnn  sind  durch  die  Gleichun- 
gen (9)  und  (8)  vollständig  gegeben,   und  es  treten   in  dem  Aus- 
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drucke  (10)  noch  die  2n -{- l  imbestimmten  constanten  Coeffi- 
cienten  auf 

{Jii  0 1     9nli     ßn  2 ,      •   •   •      ynn'f 
1^11  1 1      lin  2i      •    •    •      fln  «• 

Eine  wichtige  Bemerkung  ist  noch  über  die  constante  Grösse 
Q^  zu  machen.  Im  äusseren  Räume  stimmt  nemlich  die  von  dem 
wirklich  vorhandenen  Erdmagnet  herrührende  Potentialfunction  V* 
überein  mit  der  Function  F,  die  von  der  fingirten  Belegung  der 
Oberfläche  herrührt  und  in  der  Gleichung  (G)  des  vorigen  Para- 
graphen entwickelt  ist.  Es  gilt  also  i'ür  jeden  Punkt  (x,  y,  z)  im 
äusseren  Räume  die  Gleichung 

»  n-\-\ 

(11)  v*^-aY,Q.{~y 

n-O 

Nun  können  wir  aber  (wenn  die  bekannte  Vorzeichen -Aenderung 
vorgenommen  wird)  den  Satz  in  Anwendung  bringen,  der  in  der 
Gleichung  (6)  des  §.  18  ausgesprochen  ist.  Hier  bedeutet  r  das- 
selbe, was  dort  mit  R  bezeichnet  ist.     Wir  erhalten  danach 

(12)  lim  r  F*  =^  —  j  c?}x     für   lim  r  =  oo. 

Aus  (11)  berechnet  sich 

(13)  lim  r  F*  =  —  a'^  Q^^      für  lim  r  =  oo. 

Zieht  man  die  Gleichung  (2)  des  §.  105  in  Betracht,  so  ergibt 
sich  aus  (12)  und  (13),  dass 

(14)  Qo  =  0 

sein  muss.  Wir  dürfen  also  in  den  Gleichungen  (G),  (7),  (8)  des 
vorigen  Paragraphen  die  Summirung  mit  w  =  1  anfangen. 

Ucbrigens  sieht  man,  dass  auch  für  die  fingirte  Belegung  der 
Oberfläche 

(15)  fp  (^a  =  0 

ist.     Denn  wir  haben  nach  dem  eben  citirten  Satze  [§.  18,  (6)] 
lim  r  F  =  —  1  p  cZo     für  lim  r  =  oo, 

und  da  für  jeden  Punkt  im  äusseren  Räume  V  ==^  V*  ist,  so 
ergibt  sich  ^  ^ 

I  p  cZa  =  1  r/jj,  ■^=^  0, 

und  damit  ist  die  Gleichung  (15)  bewiesen. 
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§.  109. 
Fundamentalsatz  für  die  Entwicklung  nach  Kugelfunctionen. 

Es  kommt  nun  vor  allen  Dingen  darauf  an,  /,u  beweisen,  dass 
eine  Function  von  0  und  cp,  die  für  alle  Werthe  dieser  Variabein 
von  0  —  0  bis  0  =  -ä  und  von  9  =^  0  bis  cp  ^  2:1  einwerthig  und 
endlich,  übrigens  aber  ganz  willkürlich  gegeben  ist,  sich  immer 
nach  Kugelfunctionen  entwickeln  lässt,  und  dass  für  jede  will- 
kürlich gegebene  Function  nur  eine  solche  Entwicklung  möglich  ist. 

Zu  dem  Ende  gehen  wir  auf  die  Gleichung  (3)  des  §.  80  zurück, 
die  hier  so  zu  schreiben  ist 

Für  r^  a  erhalten  wir  nach  (1)  und  (2)  des  §.  107 

27T  TT 


[0     0  j 


Daraus  berechnet  sich  für  r'^a 

(00  j 

Dagegen  haben  wir  für  7- <  fz  nach  (1)  und  (3)  des  §.  107 

00  t         27T  TT  \ 

^  =-  «S  l^)"-    {'h'  f^''  •  /  (f>',  ?')  «"^  ^J'  M- 

(0  0  J 

Folglich  ergibt  sich  für  r  <<  a 

(3)  ^  =  -  S  ^.  (^y'""'-      T/cp'  fPn  .  f  (0',  '/)  sin  0'  ^0'  . 

1 0  0  j 

Die  Gleichung  (2)  ist  noch  gültig  für  v  =  a-f-0,  die  Gleichung  (3) 
für  r  =  a  —  0.  Setzen  wir  also  in  beiden  Gleichungen  r  =r  a  und 
führen  die  in  (1)  vorgeschriebene  Subtraction  aus,  so  ergibt  sich 
mit  Rücksicht  auf  §.  lOG  (G)  der  merkwürdige  Satz: 

(4)  /  (0,  9)  =  S  ^^^^V^  \dV  fPn  .  /  (Ö',  tO  sin  0'  .70'. 
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Hier  ist  über  die  Function  /(O,  cp)  rein  analytisch  nichts  weiter 
vorausgesetzt,  als  dass  sie  willkürlich  gegeben  ist,  aber  einwerthig 
und  endlich  für  jede  Werthcncombination  von  0  und  cp  innerhalb 
der  vorgeschriebenen  Grenzen.  Folglich  gilt  die  Gleichung  (4)  für 
jede  Function  /  (0,  cp),  welche  diese  Eigenschaft  besitzt.  Denn  man 
kann  jeder  solchen  Function  die  in  §.  100,  Gleichung  (6)  aus- 
gesprochene physikalische  Bedeutung  unterlegen,  und  dann  gelten 
die  Entwicklungen,  welche  zu  der  Gleichung  (4)  dieses  Paragraphen 
führen. 

Es  las  st  sich  also  jede  Function  von  0  und  cp,  die 
von  0  =  0  bis  b  =  ~  und  von  cp=0  bis  cp  =  27r  willkür- 
lich, aber  einwerthig  und  endlich  gegeben  ist,  in  eine 
nach  Kugelfun ctionen  fortschreitende  Reihe  entwickeln, 
ßezeiclmcn  wir  irgend  eine  solche  Function  mit  J  (0,  cp),  so  ist 

(5)     j(o,<p)=^^;, 

n-0 

n  271 

6;  ='-2iL±Jl  r,i^/   fp,^.  jf'O',  ,^')sinO'o(f/.    * 

0  » 

Der  Beweis,  den  wir  hier  für  diesen  wichtigen  Satz  gegeben  haben, 
ist  nicht  rein  analytisch.  Es  muss  eben  für  den  Gang  dieses  Be- 
weises der  Function  J  (fJ,  cp)  eine  physikalische  Bedeutung  unter- 
gelegt werden.  Der  Satz  lässt  sich  aber  auch  rein  analytisch  be- 
weisen. Das  hat  Dirichlet  gethan.*)  Er  bringt  die  Summe 
der  {n  -\-  \)  ersten  Glieder 

'^'o  -j-  'S^l  +  ^52  +  •  •  •  4~  '^'»^ 
in  geschlossene  Form  und  zeigt,  dass  für  lim  ?i  =  oc  der  Grenz- 
werth  dieser  Summe  =  J  (0,  cp)  ist. 

Dirichlet  beweist  in  derselben  Abhandlung  noch  weiter, 
dass  für  jede  Function  J  (0,  '^)  nur  eine  einzige  Entwicklung  nach 
Kugelfunctionen  möglich  ist.  Auch  dieser  Satz  ist  für  uns  von 
Wichtigkeit.    Er  soll  deshalb  jetzt  bewiesen  werden. 

Es  seien  Q„  und  aS,„  zwei  beliebige  Kugelfunctionen  vom  wten 
resp.  vom  mten  Range,  und  es  seien  m  und  n  von  einander  und 
von  Null  verschieden.    Wir  betrachten  das  Integral 


*)     Siir  Ics   sörios    dont   lo  tormo   göneral   dejjend   de    deux  angles   etc. 
(Grell o's  Journal  Bd.  17.    Seite  35.) 
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271  71 

(6)  I  c?cp   j  Qn  Sr„  sin  0  dh. 

0  0 

Die  Function  Q„  genügt  der  partiellen  Differentialgleichung  (2) 
des  §.  108.  Wenn  man  also  das  Integral  (G)  mit  n  (n -{-  1)  niul- 
tiplicirt,  so  kann  man  n  (n  -\-  1)  Qn  ersetzen  durch 

SQ. 


1      i-Q..       '{'''"'  W) 


sin  fj2    ^,^2  giu  fj  2)i) 

Dadurch  ergibt  sich  die  Gleichung 

•271  71 

(7)  n  (n  4-  1)  j  ^cp    I  Q„  >S,;,  sin  0  ^/O 

0  0 

Tt  2  71  •i.7r  7X 

^Q„- 


dn      ,  s-^a„  ,         ,      ,K^"^^^V) 

--J    sinTj   '^'"-T^^'-^^-j    '^^j    '^"'— äö 

ü  0  0  0 

Nun  findet  man  durch  Integration  nach  Theilen 


/O      S^Q«      7  /e      '^Qn\  /r.      SQ„\ 


CO    /         .,  \  c)C5    /  „ 


2  7r 
0 

Der  vom  Integralzeichen  freie  Theil  der  rechten  Seite  ist  Null. 
Denn  wenn  man  die  Gleichung  (10)  des  §.  108  und  die  entsprechende 
Entwicklung  für  S,„  in  Betracht  zieht,  so  erkennt  man  leicht,  dass 
jede  Kugelfunction  für  cp  =  0  den  nemlichen  Werth  hat  wie  für 
cp  ^  2  t:  ,  und  dass  dasselbe  von  den  nach  cp  genommenen  Deri- 
virten  jeder  Kugelfunction  gilt.    Wir  haben  also 

(8)  _  fj^  K^  ä,  =  -  fX  fQ.^^  ^'^- 

^  '  j    sm  0   J  3cp2       ^  /    sin  0    /  öcp^       ^ 

0  0  0  0 

Ebenso  ergibt  sich  durch  Integration  nach  Theilen 
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I        ci  ( sin  f)  -~~  )  ^  .. 


+  (^'"''«-^L;~^'"'"^-t-L 


-J  <^--^- ^  '"'■ 

0 

Der  freie  Theil  der  rechten  Seite  ist  Null,  weil  sin  0  =  0  für  f)  =  0 
und  für  fi  =  -it.    Folglich  haben  wir 

K^)     2  71  71  i7l  71 

U  0  0  0 

Fasst  man  die  Gleichungen  (7),  (8)  und  (9)  zusammen,  so  ergibt  sich 

271  71 

(10)  w  (w  4-  1)  j    c?cp    /  Q„  ;S«  sin  6  c?0 


0 

2  7f  2  TT 


0 


Genau  dasselbe,  was  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  steht, 
kömmt  aber  zu  Stande,  wenn  mau  das  Integral  (G)  mit  m{^m-\-  1) 
multiplicirt  und  hierauf  das  Product  m  (wi  -f"  1)  ^^  ersetzt  durch 


1  S2Ä„ 


.(sinof.) 


sin  02    3cp2  sin  0  ^0      ' 

was  zulässig  ist  vermöge  der  partiellen  Differentialgleichung,   der 
S^  Genüge  leistet.    Man  erhält  also  aus  (10)  die  Gleichung 


27r  71 


w(w-f  1)  I   d'^   I  Q„6;„sinOc^O  =  m(w-j-l)  |    (h^   i Q,,  S„,  amb  df), 

0  0  0  0 

wofür  man  auch  schreiben  kann 

Schwere,  Elektricität  ii.  Miigiiftismus.  ao 
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(??,  —  m)  {n  4-  7»,  -f  1)  j   d'^    1   Q„  S,„  sin  0  r/O   ^  0. 

ü  0 

Nacli  (ItT  ül)cr  7»,  und  ?i  gemachten  Voraussetzung  sind  die  beiden 
Factoren  vor  dem  Integral  von  Null  verschieden.  Die  (Jleichung 
kann  also  nur  dadurch  erfüllt  sein,  dass 

2/T  TT 

(11)  (  (^?    (  Qn  '^z«.  sin  0  dO  =  0 


j\f 


ist.  Der  Satz  gilt  auch  dann  no{;h,  wenn  einer  der  beiden  Indices 
Null  ist,  z.  1>.  m,  =  0.  Dann  ist  nemlich  aS^  =^  consf.,  und  die 
Gleichung  (7)  lautet  einfacher 

n 

di) 


??.(«-{-  1)  I    dz>   l  Qn^,  sinO 


30 


r/O. 


Hier  lässt  auf  der  rechten  Seite  an  beiden  Stellen  die  innere  In- 
tegration sich  ausführen.     Man  erhält 

0 


27 


J 


30 


*,  =  (si„r.i-.)-^(.„.-")  =  0 


Folglich  gilt  die  Gleichung  (11)  allgemein  für  m  ^  n,  auch  wenn 
der  kleinere  Index  Null  sein  sollte. 

Denken  wir  uns  den  Fall,  dass  eine  und  dieselbe  Function  in 
doppelter  Weise  nach  Kugelfunctionen  sich  entwickeln  lasse,  so 
würde  man  durch  Gleichsetzung  der  beiden  Entwicklungen  erhalten : 

Setzt  man  Q„  —  ^n=^  %i-,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (12): 

(13)  r,-f  r,-f  r,+  ...4-T,  +  ...  =  o. 
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Hier  sind  7'o,  7',,  T^  .  .  .  wieder  Kugelfunctionen.  Wir  dürfen  also 
von  dem  Satze  (11)  Gebrauch  maclieii.  Wir  multipliciren  in  (13) 
auf  beiden  Seiten  mit  T^  sin  0  db  d(f  und  integriren  zwischen  den 
Grenzen  0  und  ti  für  6  und  den  Grenzen  0  und  2~  für  cp.  Dann  kömmt 
auf  der  rechten  Seite  Null  heraus  und  links  fallen  nach  Gleichung  (11) 
alle  Glieder,  mit  Ausnahme  eines  einzigen,  heraus.    Es  ergibt  sich 

2  71  7£ 

(14)  jd'^  j  IVrsinbcfO  =  0. 

0  0 

Dies  kann  aber  nur  dadurch  zu  Stande  kommen,  dass  überall 
identisch 

(15)  1]„  =  0 
ist,  und  das  sollte  bewiesen  Averden. 

§.  110. 
Bestimmung  der  Constanten  in  der  Entwicklung  von   V. 

Wir  kehren  zurück  zu  den  Gleichungen  (6),  (7),  (8)  des  §.  107. 
Die  darin  auftretenden  Functionen  Q^,  Q^-,  •  ■  •  Qn  ■  .  ■  sind  in  ihrer 
Abhängigkeit  von  0  und  cp  durch  die  Gleichung  (10)  des  §.  108 
vollständig  ausgedrückt.  Es  handelt  sich  nur  noch  um  die  Be- 
stimmung der  Constanten  Coefficienten.  Diese  sind  für  alle  drei 
(ileichungen  (6),  (7),  (8)  des  §.  107  dieselben.  Wir  halten  uns 
deshalb  an  die  Gleichung  (8),  welche  für  die  p]rd  ob  er  fläche 
gültig  ist.  An  der  Erdoberfläche  ist,  Avie  in  der  Gleichung  (2)  des 
§.  106  bereits  bemerkt  worden, 

(1)  F=   V'K 

Wenn  es  nun  gelingt,  die  Function  F*  in  eine  Reihe  von  Kugel- 
functionen mit  bekannten  Coefficienten  zu  entwickeln,  so  niuss  nach 
dem  Satze  des  vorigen  Paragraphen  diese  Entwicklung  mit  der- 
jenigen in  §.  107  (8)  identisch  übereinstimmen.  Dadurch  sind  dann 
alle  unbekannten  Coefficienten  bestimmt. 

Wir  wollen  das  Integral  in  §.  105,  Gleichung  (3)  mit  J  (0,  cp) 
bezeichnen : 

(2)  J(0,cp)=J^c?., 

0 

und  mit  J(H\  cp')  den  Werth,  welchen  dasselbe  im  Punkte  («,  0',  cp') 
besitzt.    Dieses  Integral  ist,  wie  wir  voraussetzen,  in  jedem  Punkte 

2-6* 
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der  Erdoberfläche  bekannt.  Für  die  Function  ^  (0,  cp)  setzen  wir 
die  Entwicklung  (5)  des  §.  109,  in  welcher  durchaus  niclits  Un- 
bekanntes mehr  auftritt.  Dann  haben  wir  also  für  irgend  einen 
Punkt  der  Pirdoberfläche 

(3)  V*  =  i/,:  +  Ä„  +  s,  +  ^',4-...4-^;+... 

71  2n 

6;  =  ^^''^+^^    i  c/cp'   CPn  .  J  (ly,  cp')  sin  0'  dh\ 
0  0 

Diese  Entwicklung  muss  identisch  mit  §.  107  (8)  übereinstimmen. 
Wir  haben  also 

(4)  V:  +  'S,,  =  - «  Qo  =  0. 

(5)  —  a  Qn  =  Sn      für  n  ">  0. 

Damit  ist  die  Potentialfunction  vollständig  hergestellt  aus  der  einen 
Voraussetzung,  dass  in  jedem  Punkte  der  P^rdoberfläche  die  nörd- 
lich gerichtete  Componente  der  erdmagnetischeu  Kraft  bekannt  ist. 
Wenn  in  allen  Punkten  eines  einzigen  Meridians  die  nördlich 
gerichtete  Componente,  ausserdem  aber  an  jeder  Stelle  der  Erd- 
oberfläche die  westlich  gerichtete  Componente  der  erdmagnetischen 
Kraft  gegeben  ist^  so  lässt  auch  daraus  die  Potentialfunction  sich 
vollständig  herstellen.    Denn  es  ist  in  diesem  Falle 

(6)  1-4 

a  sm  y  c)cp 

die  westHch  gerichtete  Componente.    Daraus  berechnet  sich 

<^ 

(7)  J  (0,  ,)  =V-  V:  --=  j-^^j^  a  si„  6  *,  +  .,  (i,,  ,f„). 

Vi) 

Hier  bedeutet  cp^  die  geographische  Länge  des  Meridians,  auf 
welchem  die  nördlich  gerichtete  Componente  bekannt  ist,  und 
J(0,  cpo)  bezeichnet  das  auf  diesem  Meridian  genommene  Integral 
(2),  wenn  s  =  ab  gesetzt  wird.  Dann  treten  die  Gleichungen  (3), 
(4),  (5)  wie  vorher  in  Gültigkeit. 

Die  Potentialfunction  kann  vollständig  auch  dann  hergestellt 
werden,  wenn  man  an  jeder  Stelle  der  Erdoberfläche  die  vertical 
nach  unten  gerichtete  Componente  der  erdmagnetischen  Kraft  kennt. 
Wir  bezeichnen  dieselbe  mit  Z  und  verstehen  unter  7/  den  Werth, 
den  sie  im  Punkte  (a,  6',  'p')  besitzt.  Alsdann  kann  man  nach 
Kugelfunctionen  entwickeln : 
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(8)  Z  =.  Z,+  Z^  +  Z,+  ...  +  Z„+... 

27«:  71 


0 

Andererseits  ist 


i-j-o' 


folglich  nach  §.  107,  Gleichung  (6) 

(9)  Z  =  -  Q„  -  2  Q,  -  3  Q2  -  •  •  .  -  (w  +  1)  Q.  -  .  .  . 
Es  muss  also  in  der  Entwicklung  (8)  nothwcndig 

sein,  weil  Q^  =  0  ist,  und  es  bestimmen  sich  die  Coefficienten 
in  den  übrigen  Functionen  Q  durch  die  für  /i  =  1,  2,  3,  .  .  ,  zu 
erfüllende  Gleichung 

(10)  QL  =  -^r^- 

Dadurch  ist  auch  wieder  in  der  Gleichung  (6)  des  §.  107  alles 
bekannt. 

§.   111. 
Die  Componenten  der  erdmagnetischen  Kraft. 

Wir  wollen  den  Funkt  («,  fj,  (p)  der  Erdoberfläche  zum  Anfangs- 
punkte eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  (;,  Tj,  C)  machen. 
Die  Axe  der  positiven  ?  soll  tangential  am  Meridian  nach  Norden, 
die  Axe  der  positiven  r^  tangential  am  Parallelkreis  nach  Westen 
und  die  Axe  der  positiven  C  vertical  nach  unten  gerichtet  sein. 
Bezeichnen  wir  mit  H,  H,  Z  die  Componenten  der  auf  die  positive 
Einheit  des  Magnetismus  im  Punkte  («,  0,  cp)  einwirkenden  erd- 
magnetischen Kraft,  so  hat  man 

i^L    _  i^^-\  =  J^   4-  ^^  4_         I       ^_!^    4_ 

\  a  30  /  äfJ       "^       36       ■•    •  ■  •  "^   '  36        "l~ ' '  • ' 


a  30  /  30         '        30         '    ' ' '   '        39 

/     3F     X      ^     3Qt  3Q,  •  3Q„ 

\a sin 0 3cp/^^^      sin  0  3cp       sin 0  3cp  sin  0  3(p  1"  •  •  • ' 

C~^\  =    -  2Q, -3Q2-...-(«-M)Q„-.... 

\  er   /,.^a+ü 

Diese  Gleichungen   können  dazu  dienen,  für  jeden  Punkt  der 
Erdoberfläche    die    Componenten    der    erdmagnetisclien  Kraft    zu 


(^) 
H  = 

(3) 
Z  = 
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berechnen,  wenn  die  Potentialfunction  bekannt  ist.  Hat  man  da- 
gegen umgekehrt  an  einer  gewissen  Anzahl  von  Orten  der  Erd- 
oberfläche die  drei  Componenten  der  erdmagnetisclien  Kraft  durch 
Beobachtung  gefunden,  und  will  man  sich  dazu  entschliessen,  die 
Entwicklungen  (6),  (7),  (8)  des  §.  107  mit  dem  Q„  enthaltenden 
Gliede  abzubrechen,  so  können  die  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  direct 
dazu  dienen,  die  unbekannten  Coefficienten,  die  in  den  Functionen 
Q  auftreten,  zu  berechnen.  Beachtet  man,  dass  Qq==0  ist,  so 
sind  für  Q^,  Qj:  ^;p  •  •  •  Qn  zusammen  u^ -j-  2n  Coefficienten  zu 
bestimmen.  Die  Anzahl  der  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  ist  dreimal 
so  gross  wie  die  Anzahl  der  Beobachtungsorte.  In  diesen  Gleichungen 
sind  die  linken  Seiten  bekannt  und  es  treten  rechts  jene  «^ -|- 2 « 
Coefficienten  als  Unbekannte  auf.    Zu  ihrer  Bestimmung  sind  also 

die   vollständigen  Beobachtungen   an  — ^ Orten  nothwendig 

o 

und  hinreichend,  und  man  hat  »  so  zu  wählen,  dass  entweder  n 
oder  n  -\-  2  durch  3  theilbar  ist.  Gauss  hat  w  =  4  genommen. 
Dann  handelt  es  sich  um  3-[-5-)-7-j-9  =  24  unbekannte  Coef- 
ficienten, zu  deren  Bestimmung  also  (rein  theoretisch  genommen) 
die  vollständigen  Beobachtungen  an  8  verschiedenen  Orten  der 
Erdoberfläche  nothwendig  und  hinreichend  sind.  Es  wird  dabei 
vorausgesetzt,  dass  diese  Beobachtungen  frei  von  Beobachtungs- 
fehlern sind,  und  dass  keine  zufälligen  Störungen  Einfluss  geübt 
haben.  Da  diese  Voraussetzung  in  Wirklichkeit  nicht  erfüllt  ist, 
so  hat  man  vollständige  Beobachtungen  an  einer  erheblich  grösseren 
Anzahl  von  Orten  nöthig.  Ein  zweckmässiges  Verfahren  zur  Ver- 
werthung  dieser  Beobachtungen  hat  Gauss  im  23.  Artikel  seiner 
allgemeinen  Theorie  des  Erdmagnetismus  angegeben. 

Ausser  der  eben  genannten  Abhandlung  von  Gauss  ist  noch 
zu  citiren  der  übrige  Inhalt  der  „Resultate  aus  den  Beobachtungen, 
des  magnetischen  Vereins",  sowie  die  „Intensitas  vis  magneticae 
terrestris  ad  mensuram  absolutam  revocata,  auctore  Carolo  Fri- 
derico  Gauss."  (Commentationes  societatis  regiae  Gotting.  re- 
centiores.  Vol.  VIII.  Gottingae  1841.  —  Gauss'  Werke  Bd.  5. 
Göttingen  1867.) 


ELEMENTS  ÜF  VECTOR  ANALYSIS. 

By  J.  Willard  Gibbs, 


[The  fundamental  principles  of  the  following  analysis  are  such  as  are  familiär 
under  a  slightly  difforent  form  to  students  of  quaternions.  Tlie  manner  in  whieh 
the  siibject  is  developed  is  scmewhat  difterent  fiom  that  followed  in  treatises  on 
quaternions,  siiioe  the  objeet  of  the  writer  does  not  require  any  use  of  the  con- 
ception  of  tho  quaternion.  being  simply  to  give  a  suitable  notation  for  those  rela- 
tions  betwcen  vectors,  or  between  vectors  and  scalars,  which  seem  most  import- 
ant.  and  which  lend  themselves  most  readily  to  analytical  transformations.  and 
to  explain  some  of  thesc  transformations.  As  a  precedent  for  such  a  departure 
from  quaternionic  usage,  Clifford's  Kinematic  may  be  cited.  In  this  connection, 
the  name  of  Grassmann  may  also  be  mentioned,  to  whose  System  the  following 
method  attaehes  itself  in  some  respects  more  closely  than  to  that  of  Hamilton.] 


C  IT  AP  TEE    I. 

COISrCERNING   THE    ALGEBRA   OF   VECTORS. 

Fundannental  JSFotions. 

1.  Definition. — If  anytliing  Las  magnitude  and  direction, 
its  magnitude  and  direction  taken  togetlier  constitute  wliat  is 
called  a  vector. 

The  nunierical  description  of  a  vector  reqiiires  tliree  num- 
bers,  but  nothing  prevents  us  froni  using  a  single  letter  for  its 
Bjmbolical  designation.  An  algebra  or  analytical  method  in 
which  a  single  letter  or  other  expression  is  used  to  specify  a 
vector  may  be  called  a  vector  algebra  or  vector  analysis. 

Def. — As  distihguished  from  vectors  the  real  (positive  or 
negative)  quantities  of  ordinary  algebra  are  called  scalars.^ 

As  it  is  convenient  that  the  form  of  the  letter  shoiild  indicate 
whether  a  vector  or  a  scalar  is  denoted,  we  shall  use  the  small 

*  The  imaginaries  of  ordinarj'  algebra  may  be  called  biscalars,  and  that  which 
corresponds  to  them  in  the  theory  of  vectors,  hivedors.  But  we  shall  have  no 
occasion  to  consider  either  of  these.  gr 


i^, 


2  VECTOK   ANALYSIS. 

Greek  letters  to  denote  vectors,  and  the  small  Englisli  letters  to 
denote  scalars.  (The  tliree  letters,  i,j,  k,  will  make  an  excep- 
tion,  to  be  mentioned  niore  particiilarly  liereafter.  Moreover, 
TT  will  be  used  in  its  nsual  scalar  sense,  to  denote  tlie  ratio  of 
tlie  circuniference  of  a  circle  to  its  dianieter.) 

2.  Dßf. — Vectors  are  said  to  be  equal  wlien  tliey  are  tlie 
same  both  in  direction  and  in  niagnitnde.  Tliis  eqnality  is 
denoted  by  tlie  ordinary  sign,  as  a=/9.  Tlie  reader  will  ob- 
serve  that  tliis  vector  equation  is  the  equivalent  of  three  scalar 
equations. 

A  vector  is  said  to  be  eqnal  to  zero,  \vhen  its  magnitnde  is 
zero.  Such  vectors  niay  be  set  eqnal  to  one  another,  irrespec- 
tively  of  any  considerations  relating  to  direction. 

3.  Perhaps  the  most  simple  exaniple  of  a  vector  is  aftorded 
by  a  directed  straight  line,  as  the  line  drawii  froni  A  to  B. 
We  inay  use  the  notation  AB  to  denote  this  line  as  a  vector, 
i.  e.,  to  denote  its  length  and  direction  withoiit  regard  to  its 
Position  in  other  respects.  The  points  A  and  B  niay  be  dis- 
tingnished  as  tlie  origin  and  the  terininus  of  the  vector.  Since 
any  niagnitnde  may  be  represented  by  a  length,  any  vector 
niay  be  re])reseiited  by  a  directed  line ;  and  it  will  often  be 
convenient  to  iise  langnage  relating  to  vectors,  which  refers  to 
tliem  as  thus  represented. 


Reversal  of  Direction,  Scalar  Multiplication  and  Division. 

4.  The  negative  sign  (— )  reverses  the  direction  of  a  vector. 
(Sometimes  the  sign  +  may  be  used  to  call  attention  to  the 
lact  that  the  vector  has  not  the  negative  sign.) 

Def. — A  vector  is  said  to  be  multiplied  or  divided  hy  a 
scalar  when  its  magnitude  is  multiplied  or  divided  by  the 
numerical  value  of  the  scalar  and  its  äirection  is  eitlier  un- 
changed  or  reversed  according  as  the  scalar  is  positive  or  nega- 
tive. These  Operations  are  represented  by  the  same  methods 
as  multiplication  and  division  in  algebra,  and  are  to  be  regarded 
as  substantially  identical  witli  them.  The  terms  scalar  niuUi- 
plication  and  scalar  division  are  used  to  denote  multiplication 
and  division  by  scalars,  whether  the  quantity  multiplied  or 
divided  is  a  scalar  or  a  vector. 

5.  Def'. — A  Unit  vector  is  a  vector  of  which  the  magnitude 
is  unity. 

Any  vector  may  be  regarded  as  the  product  of  a  positive 
scalar' (the  magnitude  of  the  vector)  and  a  unit  vector. 

The  notation  «^  may  be  used  to  denote.  the  magnitude  of 
the  vector  a. 
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Addition  and  Subtraction  of  Yectors. 

6.  Def. — The  sum  of  the  vectors  a,  /9,  &c.  (written  «4-/9+ 
<fec.)  is  the  vector  found  by  the  following  process.  Assuming 
any  point  A,  we  determine  snccessively  the  points  B,  C,  &c.,  so 
that  AB  =  a,  B(J-— /9,  &c.  The  vector  drawn  from  A  to  the 
last  point  thus  determined  is  the  siim  reqiiired.  This  is  some- 
times  called  the  geonietrical  sum,  to  distinguish  it  from  an 
algehraic  sum  or  an  writhmetical  sum.  It  is  also  called  the 
resultant,  and  a,  /9,  &c.,  are  called  the  components.  When  the 
vectors  to  be  added  are  all  parallel  to  the  same  straight  line, 
geometrical  addition  reduces  to  algel)raic:  when  thej  have  all 
the  same  direction,  geometrical  addition  like  algebraic  reduces 
to  arithinetical. 

It  may  easily  be  shown  that  the  value  of  a  sum  is  not 
affected  by  changing  the  order  of  two  consecutive  terms,  and 
therefore  that  it  is  not  affected  by  any  change  in  the  order  of 
the  terms.  Again,  it  is  evident  from  the  definition  that  the 
value  of  a  sum  is  not  altered  by  uniting  any  of  its  terms 
in  brackets,  as  «  +  [/9+;']  +  &c.,  which  is  in  effect  to  Substi- 
tute the  sum  of  the  terms  enclosed  for  the  terms  themselves 
among  the  vectors  to  be  added.  In  otlier  words,  the  commu- 
tative  and  associative  principles  of  arithmetical  and  algebraic 
addition  hold  true  of  geometrical  addition. 

7.  Def. — A  vector  is  said  to  be  subtracted  when  it  is  added 
after  reversal  of  direction.  This  is  indicated  by  the  use  of  the 
sign  —  instead  of  +. 

8.  It  is  easily  shown  that  the  distributive  principle  of  arith- 
metical and  algebraic  multiplication  applies  to  the  multijilica- 
tion  of  sums  of  vectors  by  scalars  or  sums  of  scalars : — i.  e., 

(wi  +  /i  +  &c.)  \a-\- ß-\-&iC,?t^-=^vncx-\-na-\-&,Q,. 

+  mß-^nß-\-&Q,. 

+  &C. 

9.  Vector  Eqüations. — If  we  have  equations  between  sums 
and  differences  of  vectors,  we  may  transpose  terms  in  them, 
multiply  or  divide  by  any  scalar,  and  add  or  subtract  the  equa- 
tions, precisely  as  in  the  case  of  the  equations  of  ordinai-y 
algebra.  Ilence,  if  we  have  several  such  equations  containing 
known  and  unknown  vectors,  the  processes  of  elimination  and 
reduction  by  which  the  unknown  vectors  may  be  ex])ressed  in 
terms  of  the  known  are  ])recisely  the  same,  and  subject  to  the 
same  limitations,  as  if  the  letters  representing  vectors  repre- 
sented  scalars.  This  will  be  evident  if  we  consider  that  in  the 
multiplications  incident  to  elimination  in  the  supposed  scalar 
equations  the  multipliers  are  the  coefficients  of  the  unknown 
quantities,  or  functions  of  these   coefficients,  and   that   such 
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multijDlications  may  be  apj)lied  to  tlie  vector  equations,  since 
the  coefficients  are  scalars. 

10.  Linear  relation  of  four  'veoto7's,  Coördinates. — If  a,  ß, 
and  Y  are  any  given  vectors  not  parallel  to  the  same  plane,  any 
etiler  vector  (>  may  be  expressed  in  the  form 

If  a,  ß,  and  y  are  unit  vectors,  a,  h,  and  c  are  the  ordinary 
ßcalar  components  of  p  parallel  to  a,  ß,  and  y.  If  />  — OP, 
(a,  ß,  y  being  unit  vectors,)  a,  J,  and  c  are  the  cartesian  coördi- 
nates of  the  point  P  referred  to  axes  throngh  O  parallel  to 
a,  /9,  and  y.  When  the  values  of  these  scalars  are  given,  p  is 
Said  to  be  given  in  terms  of  a,  /9,  and  y.  It  is  generally  in  this 
way  that  the  value  of  a  vector  is  specified,  viz.,  in  terms  of 
three  known  vectors.  For  such  purposes  of  reference,  a  Sys- 
tem of  three  mutually  perpendicular  vectors  have  certain  evi- 
dent advantages. 

11.  Normal  Systems  of  unit  vectors. — The  letters  i^j,  h  are 
appropriated  to  the  designation  of  a  normal  System  of  unit 
vectors^  i.  e.,  three  unit  vectors,  eacli  of  whicli  is  at  right  angles 
to  the  other  two  and  determined  in  direction  by  them  in  a 
perfectly  definite  manner.  We  shall  always  suppose  that  k  is 
on  the  side  of  the  i-j  plane  on  which  a  rotation  from  i  toj 
(through  one  right  angle)  appears  counter-clock-wise.  In  other 
words,  the  directions  of  i,  /,  and  k  are  to  be  so  determined 
that  if  they  be  turned  (remaining  rigidly  connected  with  each 
other)  so  that  i  points  to  the  east,  and  j  to  the  north,  k  will 
point  upward.  When  rectangular  axes  of  X,  Y,  and  Z  are 
employed,  their  directions  M'ill  be  conformed  to  a  similar  con- 
dition,  and  i,  j,  k  (when  the  contraiy  is  not  stated)  will  be 
supposed  parallel  to  these  axes  respectively.  We  may  have 
occasion  to  use  more  than  one  such  System  of  unit  vectors, 
just  as  we  may  use  more  than  one  System  of  coördinate  axes. 
In  such  cases,  the  different  Systems  may  be  distinguished  by 
accents  or  otherwise. 

12.  JVumerical  coTnputation  of  a  geometrical  sum. — If 

p=aa  +  bfj  +  cy, 
cr=a'a  +  b'ß  +  c'y, 
&c., 
then 

p  +  ff  +  &c.  =  {a  +  a'  +  &G.)a+{b  +  b'  +  &i\)ß+{c  +  c'  +  &c.)y. 

I.  e.,  the  coefficients  by  which  a  geometrical  sum  is  expressed 
in  terms  of  three  vectors  are  the  sums  of  the  coefiicients  by 
which  the  separate  terms  of  the  geometrical  sum  are  expressed 
in  terms  of  the  same  three  vectors. 
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Direct  and  Skew  Products  of  Vectors. 

13.  Def. — The  direct  produet  of  a  and  ß  (written  a.ß)  is  the 
scalar  .quantity  obtained  by  multiplying  tlie  product  of  tlieir 
magnitudes,  by  tlie  cosine  of  tlie  angle  made  by  their  direc- 
tions. 

14.  Def. — The  skew  jproduct  of  a  and  ß  (written  aX/5)  is  a 
vector  fnnction  of  a  and  ß.  Its  magnitude  is  obtained  by 
multiplying  the  product  of  the  magnitudes  of  a  and  ß  by  the 
sine  of  the  angle  made  by  tlieir  directions.  Its  direction  is  at 
right  angles  to  a  and  /9,  and  on  that  side  of  the  plane  contain- 
ing  a  and  ß  (supposed  drawn  from  a  common  origin),  on  which 
a  rotation  from  aio  ß  through  an  arc  of  less  than  180°  appears 
counter-clock-wise. 

The  direction  oi  axß  may  also  be  defined  as  that  in  which 
an  ordinary  screw  advances  as  it  turns  so  as  to  carry  « toward  ß. 

Again,  if  a  be  directed  toward  the  east,  and  ß  lie  in  the 
same  horizontal  plane  and  on  the  north  side  of  a,  aXß  will  be 
directed  upward. 

15.  It  is  evident  from  the  preceding  deiinitions  that    ^  r-  i 

a.ß=ß.a,     and     aXß=-ßXa.  \u  ß  ^  "-^  T  ^ 

16.  Moreover,  Yv  h    r  —  ^  j*^  ^ 

and  [7ia]xß=aX[nß]  =  )i[axß].  V  Vl^  / 

The  brackets  may  therefore  be  omitted  in  such  expressions. 

17.  From  the  deiinitions  of  ISTo.  11  it  ap])ears  that 

i.J  =j.  i  ■=  i.  k  ■=  k.  i  =^j.  k  =.Jc.j-=Q, 
iXi=^,        JXj=0,       kxk=0, 
i  xj= k,        j  X  k = i,        k  X  i  —J, 
jXi——k,    kxj=  —  >,    iXk=—J. 

18.  If  we  resolve  ß  into  two  components  ß'  and  ß'\  of  which 
the  first  is  parallel  and  the  second  perpendicular  to  a,  we  shall 
have 

a.ß=a.ß'  and  aXß=cxXß". 

19.  a.[ß  +  y]  =  a.ß  +  a.y  and  aX[ß+y]  =  oiX ß  +  aXy. 

To  prove  this,  let  (T—ß+y,  and  resolve  each  of  the  vec- 
tors ß,  y,  ff  into  two  components,  one  parallel  and  the  other 
perpendicular  to  a.  Let  these  be  ß\  ß'\  y\  y'\  <t',  o" .  Tlien 
the  equations  to  be  proved  will  reduce  by  the  last  section  to 

a  .  a'  —  a  .  ß' -\-a.Y'  and  aX(3"=-aXß" -\-otXy" . 
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N^ow  since  a=gJr^  we  may  form  a  triangle  in  space,  tlie  sides 
of  which  shall  be  /9,  ;-,  and  a.  Projecting  this  on  a  plane  per- 
pendicular  to  a,  we  obtain  a  triangle  having  the  sides  ß",  f, 
and  a",  which  affords  the  relation  a"—ß''+y".  If  we  pass 
planes  perpendicnlar  to  a  throngh  the  vertices  of  the  first 
triangle,  they  will  give  on  a  line  parallel  to  a  Segments  equal 
to  ß\  f,  a' .  Tims  we  obtain  the  relation  a'^ß'+f.  Tliere- 
fore  a.<T'=a.ß'+a.f,  since  all  the  cosines  involved  in  tliese  pro- 
dncts  are  equal  to  unity.  Moreover,  if  a  is  a  unit  vector,  we 
shall  evidently  have  aXa"=axß"  +  aXY",  since  the  effect  of 
the  skew  imiltiplication  by  a  npon  vectors  in  a  plane  perpen- 
dicnlar to  a  is  simply  to  rotate  them  all  90°  in  that  plane.  But 
any  case  may  be  reduced  to  this  by  dividing  both  sides  of  the 
equation  to  be  proved  by  the  magnitude  of  a.  The  proposi- 
tions  are  therefore  proved. 

20.  Hence, 

[a  +  p].  y  =  a.y  +  /3.y,         \_a  + ß}Xy  =  aXy  +  ßXy, 
{a  +  ß}.[y  +  ö^  =  a.y  +  a.ö  +  ß.y  +  ß.ö, 
[a  +  ß\x[y  +  ö^  =  axy  +  otXä  +  ßXy  +  ßXÖ  ; 

and,  in  general,  direct  and  skew  products  of  sums  of  vectors 
may  be  expanded  precisely  as  the  products  of  sums  in  algebra, 
except  that  in  skew  products  the  order  of  the  factors  must  not 
be  changed  without  compensation  in  the  sign  of  the  term.  If 
any  of  the  terms  in  the  factors  have  negative  signs,  the  signs 
of  the  expanded  product  (when  tliere  is  no  change  in  the  order 
of  the  factors),  will  be  determined  by  the  sanie  rules  as  in 
algebra.  It  is  on  account  of  this  analogy  with  algebraic  prod- 
ucts that  tliese  functions  of  vectors  are  called  products  and 
that  other  terms  relating  to  multiplication  are  applied  to  them. 

21.  Numerical  calculation  of  direct  and  shew  products. — 
The  properties  demonstrated  in  the  last  two  paragraphs  (which 
may  be  briefly  expressed  by  saying  that  the  Operations  of 
direct  and  skew  multiplication  are  distributive)  afford  the  rule 
for  the  numerical  calculation  of  a  direct  product,  or  of  the 
components  of  a  skcM-  product,  when  the  rectangidar  compo- 
nents  of  the  factors  are  given  numerically.     In  fact, 

if  a^xi-\-yj-\-z]i\  and  ß^^x'i-\-y'j-\-z'k  ; 

a.ß^xx  +  yy'  +  zz\ 
and  a  X  ß=={f/z' —zy')  /'  +  {zx' —xz'lj  +  {xy'  —  yx')k. 

\     t ^j'  '^''2i.  Representation  of  the  area  of  a  paraUelograiii   l>y  a 

\  '^'      •         skew  product. — It  will  be  easily  seen  that  axß  represents  in 

magnitude  the  area  of  the  parallelogram  of  which  «  and  ß  (si'ip- 

posed  drawn  froni  a  common  origin)  are  the  sides,  and  that  it 

represents  in  direction  the  normal  to  the  plane  of  tlie  parallel- 
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ogram  on  tlie  side  on  whicli  tlie  rotation  from  a  toward  /9^ 
appears  counter-clock-wise. 

23.  Representation  of  the  'Volume  of  a  'parallelopijped  hy  a 
triple  prodiict. — It  will  also  be  seen  tliat  aXß.y*  represents 
in  niimerical  valne  the  volume  of  the  parallelopiped  of  which 
a,  /9,  and  y  (supposed  drawn  from  a  common  origin),  are  the 
edges,  and  that  the  value  of  the  expression  is  positive  or  nega- 
tive according  as  y  lies  on  the  side  of  the  plane  of  a  and  ß  on 
which  the  rotation  from  a  io  ß  appears  counter-clock-wise,  or 
on  the  opposite  side. 

24.  Hence, 

a  X  ß-y=ß  X  y.c(=y  X  oi.ß=  y.a  X  ß—  oc.ß  X  y 

=:ß.yXci=—ßX(X.y  —  —  yXß.(>i=  —  aXy.ß 

=-  —  y.ßX(y=  —  ot.yxß——ß.axy. 

It  will  be  observed  that  all  the  producta  of  tliis  type,  which 
can  be  niade  with  three  given  vectors,  are  the  same  in  immer- 
ical  value,  and  that  any  two  such  producta  are  of  the  same  or 
opposite  character  in  respect  to  sign,  according  as  the  cyclic 
Order  of  the  letters  is  the  same  or  different.  The  product  van- 
ishes  wollen  two  of  the  vectors  are  parallel  to  the  same  line,  or 
when  the  three  are  parallel  to  the  same  plane. 

This  kind  of  product  may  be  called  the  scalar  product  of  the 
three  vectors.  There  are  two  other  kinds  of  products  of  three 
vectors,  both  of  w^hich  are  vectors,  viz :  products  of  the  type 
{a.ß)y   or   y{a.ß),    and   products    of   the    type    ax[ßxf]   or 

[r^ß^xa. 

2  5 .  i.j  X  k  —j.  k  X  i =k.i  Xj  =  1 .  ^.  k  xi= k.j  X  i  =ß  Xk=  —  1. 

From  these  equations,  which  follow  immediately  from  those  of 
No.  17,  the  pro2:>ositions  of  the  last  section  might  liave  been 
derived,  viz :  by  substituting  for  «,  /9,  and  y,  respectively, 
expressions  of  the  form  xl+yj+sk,  x'i+y'j+2  k,  and  x"i-\-y'"j 
+z"k.f  Such  a  method,  which  may  be  called  expansion  in 
terms  of  i,  J,  and  k,  will  on  niany  occasions  aif ord  very  simple, 
although  perhaps  lengthy,  demonstrations. 

26.  Triple  products  containimj  only  two  different  letters. — 
The  signiiicance  and  the  relations  of  {a.a)ß,  {a.ß)a,  and 
axlaXß]  will  be  most  evident,  if  we  consider  ß  as  made  up  of 

*SiTice  the  sign  x  is  only  used  between  vectors,  the  skew  multiplication  in 
expressions  of  this  l\ind  is  evidently  to  be  performed  first.  In  other  words,  the 
above  expression  must  be  interpreted  as  [a  x  /:(]  .  y. 

f  The  Student  who  is  familiär  with  the  natura  of  determinants  will  not  fail  to 
observe  that  the  triple  product  a.ß  x  y  is  the  determinant  formed  by  the  nine 
rectangular  coraponents  of  a,  ß,  and  7,  nor  that  the  rectangular  components  of 
ax ß  are  determinants  of  the  second  order  formed  from  the  components  of  a  and 
ß.     (See  the  last  equation  of  No.  21.) 
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two  components,  /?'  and  ß",  respectivelj  parallel  and  perpen- 
dieiilar  to  a.     Tlien 

ß=ß'+/r, 

{a.ß)  a={a.ß')  a={(V.a)  ß\ 
aX[cxXß]  =  (vX[aXß"]  =  —  icx.a)  ß". 
Hence,  ax[aXß]  =  {^.ß)  (x—{a.(x)  ß. 

27.  General  relation  of  the  vector  products  of  three  factors. 
— In  tlie  triple  product  aX[^ßXx]  we  may  set 

a=lß  +  my  +  nßXy, 

unless  ß  and  y  liave  tlie  same  direction.     Tlien 

aX[ßXr]=ißX[ßXr]+myX[ßXr] 

=  1  (ß.y)  ß-Hß.ß)  y-m  (y.ß)  y  +  m  (y.y)  ß 
=  {lß.y  +  my.y)  ß—{lß.ß  +  my.ß)  y. 

But  lß.y  +  t7iy.y:=a.y,  and  lß.ß  +  my.ß=a.ß. 

-^^d'f  Therefore  ax[f:IXy]  =  {a.y)  ß-(a.ß)  y, 

wliicli  is  evidently  true,  wlien  ß  and  y  liave  tlie  same  directions. 
It  may  also  be  written 

[yXß]  Xa=ß  {y.a)  —  y  {ß.a). 

28.  Tills  principle  may  be  nsed  in  tlie  transformation  of 
more  complex  prodncts.  It  will  be  observed  that  its  applica- 
tion  will  always  simultaneously  eliminate,  or  introduce,  two 
signs  of  skew  mnltiplication. 

The  Student  will  easily  prove  tlie  following  identical  equa- 
tions,  wliich,  altlioiigli  of  considerable  importancc,  are  liere 
given  principally  as  exercises  in  tlie  application  of  tlie  preced- 
ing  formulae. 

29.  aX[ßXy^  +  ßX[yXa]  +  yX[(^X ß]  =  ^. 

30.  [aXß].[yXÖ^={a.y)  {ß.ö)-{a.ö)  {ß.y). 

31.  [aXß]X[yXÖ^^  =  {(^.yXÖ)ß-{ß.yXÖ)  a 

=  {(x.ßxö)y-{a.ßxy)ä. 

32.  aX[ßX[_yXÖ'\'\  =  {a.yXö)  ß-{a.ß)  yXd 

=:{ß.6)  axy-iß.y)  c^xS. 

SS.[aXß'].[yXd]x[eX^]  =  {a.ßxS){y.^X^)-{a.ßXy){ö.eX^) 

=^a.ßX^){£-yX6)-\-(a.ßxe){^.yX<S) 
Jly.dxa){ß.€X^)-{y-(^Xß}{a.€X^). 

34.  [axß'\.[ßXy]x[yX(x]  =  {a.ßxyy. 
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35.  The  Student  will  also  easily  convince  himself  tliat  a 
product  formed  of  any  number  of  letters  (representing  vectore) 
combined  in  any  possible  way  by  scalar,  direct,  and  skew  mul- 
tiplications  may  be  reduced  by  the  principles  of  Kos.  24  and 
2Y  to  a  sum  of  products,  eacli  of  whicli  consists  of  scalar  fac- 
tors  of  tlie  forms  a.ß  and  alßxy,  witli  a  single  vector  factor 
of  the  form  a  or  a  v  ß,  when  the  original  product  is  a  vector. 

36.  Elimination  of  scalar 8  from  'üector  equations. — It  has 
already  been  observed  that  the  eliniination  of  vectors  from 
equations  of  the  form 

aa-{-bß-{-  cy  +  dö  +  &c.  =  0 

is  performed  by  the  same  rule  as  the  eliminations  of  ordinary 
algebra.  (See  No.  9.)  But  the  eliniination  of  scalars  from 
such  equations  is  at  least  formally  different.  Since  a  single 
vector  equation  is  the  equivalent  of  three  scalar  equations,  we 
must  be  able  to  deduce  from  such  an  equation  a  scalar  equa- 
tion from  which  two  of  the  scalars  which  appear  in  the  orig- 
inal vector  equation  haye  been  eliminated.  We  shall  see  how 
this  may  be  done,  if  we  consider  the  scalar  equation 

a(x.\-\-  bß.X  +  cy.X  +  dd.X  -(-  &c.  =  0, 

which  is  derived  from  the  above  vector  equation  by  direct  mul- 
tiplication  by  a  vector  X.  We  may  regard  the  original  equa- 
tion as  the  equivalent  of  the  three  scalar  equations  obtained  by 
substituting  for  «,  ß,  y,  d,  etc.,  their  X-,  Y-,  and  Z-  compo- 
nents.  The  second  equation  would  be  derived  from  these  by 
multiplying  them  respectively  by  the  X-,  Y-,  and  Z-  compo- 
nents  of  ^  and  adding.  Hence  the  second  equation  may  be 
regarded  as  the  most  general  form  of  a  scalar  equation  of  the 
first  degree  in  a,  h,  e,  d,  etc.,  which  can  be  derived  from  the 
original  vector  equation  or  its  equivalent  three  scalar  equations. 
If  we  wish  to  have  two  of  the  scalars,  as  h  and  c,  disappear,  we 
have  only  to  choose  for  A  a  vector  perpendicular  to  ß  and  y. 
Such  a  vector  is  ßxy.     We  tlms  obtain 

aa.ßxy  +  dd.ßxy  +  &c.  =  0. 

37.  Relations  of  four  'üectors. — By  this  method  of  elimina- 
tion  we  may  lind  the  values  of  the  coefficients  a,  J,  and  c  in 
the  equation  ' 

pz=.aa-{-hß-\-cy,  (1) 

by  which  any  vector  p  is  expressed  in  terms  of  three  others. 
(See  1*^0.  10.)  If  we  multiply  directly  by  ßXy,  yXa^  and 
axß,  we  obtain 

p.ßXy=aa.ßXy,  p.yXcx=bß.yX(^,  p.axß=cy.axß\     (2) 

whence 
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^^P-ßXy      ^^p.yXa      ^^ß.aXß 

a.ßXy'  a.ßxf  cx.ßxy  ^  ' 

By  Substitution  of  tliese  values,  we  obtain  the  identical  equa- 
tion, 

{a.ßxy)  p={p.ßXy)  o!  +  ip.yXa)ß+{p.o!Xß)y  (4) 

(Compare  ]^o.  31.)  If  we  wisli  tlie  four  vectors  to  appear 
symmetrically  in  the  equation  we  may  write 

{a.ßxy)  p-iß.yXß)  a  +  {y.pxa)  ß-{p.axß)  y=0.       (5) 

If  we  wish  to  express  /?  as  a  sum  of  vectors  having  directions 
perpendicular  to  the  planes  of  a  and  ß,  of  ß  and  y,  and  of  y  and 
«,  we  may  write 

p=eß  Xy  +  fyXix  +  gaxß.  (6) 

To  obtain  the  values  of  e,f,  g,  we  multiply  directly  by  a,  by  ß, 
and  by  y.     This  gives 

e=-£-^-      f=-J^-£-      a=-_^-il-  (7) 

ß.yXa'    *^      y.axß'    ''     a.ßXy  ^  ' 

Substituting  these  values  we  obtain  the  identical  equation 

{a.ß  X  y)  p=  {p.a)  ßXy+  (p.ß)  yXa+  (p.y)  a  X  ß.         (8) 

(Compare  No.  32.) 

38.  Reciprocal  Systems  of  vectors. — The  results  of  the  pre- 
ceding  section  may  be  more  compactly  expressed  if  we  use  the 
abbreviations 

^,^^xr     /j'=_ZLX5L     ^'^__^><A  (1) 

a.ßxf  ß.yXa'     ^      y.axß'  ^ 

The  identical  equations  (4)  and  (8)  of  the  preceding  number 
tlms  become 

p={p.a)  a  +  {p.ß')ß+{p.y')  y,  (2) 

p=  (p.a)  a'  +  (p.ß)  ß'  +  {p.y)  y'.  (3) 

We  may  infer  from  the  similarity  of  these  equations  tliat  the 
relations  of  a,  /9,  y,  and  «',  ß',  y'  are  reciprocal ;  a  proposition 
which  is  easily  proved  directly.     For  the  equations 

_ß^y_      /.__Z'X5l        __^><^  ,. 

"'-a'.ß'xy"    '     ß'.y'X(^"    ^~y'.a'xß'  ^  ' 

are  satisfied  identically  by  the  Substitution  of  the  values  of 
«',  ß',  and  y'  given  in  equations  (1).     (See  Nos.  31  and  34.) 

Def. — It  will  be  convenient  to  use  the  term  reciprocal  to 
designate  these  relations,  i.  e.,  we  shall  say  that  three  vectors 
are  reciprocaU  of  three  others,  when  they  satisfy  relations  sim- 
ilar  to  those  expressed  in  equations  (1)  or  (4). 
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Witli  this  understanding  we  may  say : — 

The  coefficients  by  whicli  aiiy  vector  is  expressed  in  terms  of 
three  other  vectors  are  tlie  direct  products  of  tliat  vector  witli 
the  reciprocals  of  tlie  three. 

Among  other  relations  which  are  satisfied  by  reciprocal  Sys- 
tems of  vectors  are  the  f ollowing : 

a.a'-ß.ff  =  y.y'=}.  (5) 

{a.ßxr){a'.ß'xr')  =  l.  (6) 

axa'+pxß'  +  rxr'=^-  0) 


(See  No.  34.) 


(See  No.  29.) 

A  System  of  three  mutually  perpendiciilar  unit  vectors  is 
reciprocal  to  itself,  and  only  such  a  System. 

The  identical  equation 

p={p.i)  i  +  {p.j)J+(p,k)  k  (8) 

may  be  regarded  as  a  jmrticiüar  case  of  equation  (2). 
The  System  reciprocal  to  axß,  ßXy,  yXa  is 

^_  ß  y 

a.ßxf     a.ßXy'     a.ßXy 

39.  Scala?'  eqtcations  of  the  ßrst  degree  wlth  resjoect  to  an 
unknown  vector. — It  is  easily  shown  that  any  scalar  equation 
of  the  first  degree  with  respect  to  an  unknown  vector  (j,  in 
which  all  the  other  quantities  are  known,  may  be  reduced  to 
the  form 

p.a=-a, 

in  which  a  and  a  are  known.  (See  I^o.  35.)  Three  such 
equations  will  afford  the  value  of  p  (by  equation  (8)  of  No.  37, 
or  equation  (3)  of  l^o.  38),  which  may  be  used  to  eliminate  p 
from  any  other  equation  either  scalar  or  vector. 

When  we  have  four  scalar  equations  of  the  first  degree  with 
respect  to  />,  the  elimination  may  be  performed  most  synmiet- 
rically  by  substituting  the  values  of  p.a  etc.,  in  the  equation, 

{p.cx)  {ß.yXÖ)-{p.ß)  {y.dxa)+{p.y)  {ö.aX ß)-{p.ö)  (a.ßxy), 

which  is  obtained  from  equation  (8)  of  'No.  37  by  multiplying 
directly  by  d.  It  may  also  be  obtained  from  equation  (5)  of  No. 
37  by  writing  3  for  p,  and  then  multii^lying  directly  by  p. 

40.  /Solution  of  a  vector  equation  of  the  first  degree  with 
respect  to  the  unhnown  vector. — It  is  now  easy  to  solve  an 
equation  of  the  form 

6=a  {X.p)  +  ß  {p.p)  +  y  (v.p),  (1) 
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where  a,  /?,  ^,  d,  X,  //,  and  v  represent  kiiown  vectors.  Miilti- 
plying  directly  by  ßXx,  i)y  rX«?  ^"d  l^J  «XÄ  we  obtain 

a.ßxd={a.ßxy)  {r.p); 
or  ö''.^=iA./3,         p'.ö=^jj.p,         y'.ö=v.p, 

where  «',  /9',  ;-'  are  tlie  reciprocals  of  a,  ß,  y.  Substituting 
these  valiies  in  the  identical  equation 

p=r{Ä.p)  +  ßA'{/i.p)  +  r'{r.p), 

in  wliicli  X',  //,  v'  are  the  reciprocals  of  ^,  //,  v,  (see  No.  38,) 
we  have 

p=A'(«'.(5)  +  ;i'(/i'.(J)  +  ^'(/.(^),  (2) 

which  is  the  Solution  reqnired. 

It  results  from  the  principle  stated  in  ^o.  35,  that  any 
vector  eqnation  of  the  first  degree  with  respect  to  p  niay  be 
reduced  to  the  form 

8=ix(\.p)  +  ßiiA.p)  +  y{v.p)  +ap+exp. 
But  ap=aX'{Ä.p)  +aj.i'{jj.p)  +  ar'{v.p), 

and  €Xp=sX^{^.p)  +  £Xß'{^i.p)  +  eXr'{v.p), 

where  X',  ft\  v'  represent,  as  before,  the  reciprocals  of  X,  /jl,  v. 
By  Substitution  of  these  values  the  equation  is  reduced  to  the 
form  of  equation  (1),  which  may  therefore  be  regarded  as  the 
most  general  form  of  a  vector  equation  of  the  first  degree  with 
respect  to  [>. 

41.  Relations  hetween  two  normal  Systems  of  unit  vectors. — 
If  i,j^  Ä;,  and  i',j',  h'  are  two  normal  Systems  of  unit  vectors, 
we  have 

j'={hr)i+u-f)j+{^-j'v^,[  (1) 

k'={Uc')i+U.k')j+  ikM)/c,  ) 
and 

i  =  ( W) i'  +  ( i.j'\f  +  ( i.k')k',  \ 

j=u.i')i'+u.nf^-{j.k')k'A  (2) 

k=  {k.i')i'  +  {k,f)j'  +  ikM)]c:.  ) 

(See  equation  8  of  No.  38:) 

The  nine  coefficients  in  these  equations  are  evidently  the 
cosines  of  the  nine  angles  made  by  a  vector  of  one  System  with 
a  vector  of  the  other  System.  The  princi])al  relations  of  these 
cosines  are  easily  deduced.  By  direct  raultiplication  of  each 
of  the  preceding  equations  with  itself,  we  obtain  six  equations 
of  the  type 

{i.ir+u-i'y+{/c.i'y=\.  (3) 
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By  direct  miiltiplication  of  equations  (1)  with  each  otlier,  and 
of  equations  (2)  witli  eacli  otlier,  we  obtain  six  of  the  type 

(a-')  {i.f)  +  ij.i')  ij.f)  +  {k.i')  (k.f)=o.  (4) 

By  skew  multiplication  of  equations  (1)  with  each  other,  we 
obtain  three  of  the  type 

k'={{M'){kj')-{kj')ijjy^i+{{kj'){ij')-{iA')kj')]j 

+  {{i-i')U-J')-U-i'){i-J)]k- 

Comparing  these  three  equations  with  the  original  three,  we 
obtain  nine  of  the  type 

Finally,  if  we  equate  the  scalar  product  of  the  three  right  band 
members  of  (1)  with  that  of  the  three  left  band  members,  we 
obtain 

{i.i')  ij.f)  (kM)  +  (i.f)  iJ.k')  {k.i')  +  {i.k')  iJ.i')  {k.J) 

-{k.i')  {j,n  {i.k')-{k.j')  {j.k')  {u')-{k.k')  {j.i')  (v')=i.  (6) 

Equations  (1)  and  (2)  (if  the  expressions  in  the  parentheses 
are  supposed  replaced  by  numerical  values)  represent  the  linear 
relations  which  subsist  between  one  vector  of  one  System  and 
the  three  vectors  of  the  other  System.  If  we  desire  to  express 
the  similar  relations  which  subsist  between  two  vectors  of  one 
System  and  two  of  the  other,  we  may  take  the  skew  products 
of  equations  (1)  with  equations  (2),  after  transposing  all  terms 
in  the  latter.     This  will  afford  nine  equations  of  the  type 

{l.j')k'-{i.k')j'  =  {k.i')j-{j.i')k.  (1) 
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CH  AFTER    II. 

CONCERNING    THE    DIFFERENTIAL    AND    INTEGRAL     CALCULUS 

OF   VECTORS. 

42.  Differentials  of  vectors. — The  differential  of  a  vector  is 
tlie  geometrical  differeiice  of  two  values  of  that  vector  wliicli 
differ  inünitely  little.  It  is  itself  a  vector,  and  may  make  any 
angle  witli  the  vector  differentiated.  It  is  expressed  bj  the  sanie 
sigii  {(l)  as  the  diiferentials  of  ordinary  analysis, 

With  reference  to  any  fixed  axes,  tlie  coniponents  of  tlie 
differential  of  a  vector  are  manifestly  equal  to  the  differentials 
of  the  coniponents  of  the  vector,  i.  e.,  if  «,  /9,  and  y  are  fixed 
Unit  vectors,  and 

p^:^xa-\-yß-\-zy^ 

dp^=dxa  +  dyß  +  dzy. 

43.  Differential  of  a  function  of  several  variahles. — The 
differential  of  a  vector  or  scalar  function  of  any  number  of 
vector  or  scalar  variables  is  evidently  the  suni  (geometrical  or 
algebraic,  according  as  the  function  is  vector  or  scalar,)  of  the 
dift'erentials  of  the  function  due  to  the  separate  Variation  of 
the  several  variables. 

44.  Diff\'renti(d  of  a  prod'iuit. — The  differential  of  a  ])roduct 
of  any  kind  due  to  the  Variation  of  a  single  factor  is  obtained 
by  ]n'efixing  the  sign  of  differentiation  to  that  factor  in  the 
product.  This  is  evidently  true  of  differentials,  since  it  will 
hold  true  even  of  tinite  dift'erences. 

45.  Froni  these  principles  we  obtain  the  following  identical 
equations : 

d{a^ß)=d(x-\rdß,  '       (1) 

d{na) =dna  +  n  da,  (2) 

d{a.ß)=da.ß  +  a.dß,  (3) 

d[a  Xß]  =  daXß  +  aX  dß,  (4) 

d{a.ß  X  y)  =  da.ßx  y  +  a.dß  Xy  +  a.ß  X  dy,  (5) 

d[{a.ß)y^  =  {ila.ß)y  +  {a.dß)y  +  {a.ß)dy.  (6) 

46.  Differential  coeffeient  %oith  respect  to  a  scalar. — The 
quotient  obtained  by  dividing  the  differential  of  a  vector  due 
to  the  Variation  of  any  scalar  of  wliicli  it  is  a  function  by  the 
differential  of  that  scalar  is  called  the  differential  coefficient  of 
the  vector  with  respect  to  the  scalar,  and  is  indicated  in  the 
same  rnanner  as  the  differential  coefficients  of  ordinary  analysis. 
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If  we  suppose  the  quantities  occurring  in  tlie  six  equations 
of  the  last  section  to  be  functioiis  of  a  scalar  t^  we  may  Substi- 
tute —  for  d  in  those  equations  since  tliis  is  only  to  divide  all 

(JjJj 

terms  by  the  scalar  dt. 

47.  Successive  differentiations. — The  differential  coefficient 
of  a  vector  with  respect  to  a  scalar  is  of  course  a  ünite  vector, 
of  whicli  we  may  take  the  ditferential,  or  the  differential  coef- 
ficient with  respect  to  the  same  or  any  other  scalar.  We  thus 
obtain  differential  coefficients  of  the  higher  Orders,  which  are 
indicated  as  in  the  scalar  calculus. 

A  few  examples  will  serve  for  Illustration. 

If  p  is  the  vector  drawn  from  a  fixed  origin  to  a  moving 

point  at  any  time  t^  —   will    be   the    vector   representing   the 

velocity  of  the  point,  and  —  the  vector  representing  its  accel- 

eration. 

If  p  is  the  vector  drawn  from  a  fixed  origin  to  any  point  on 
a  curve,  and  s  the  distance  of  that  point  measured  on  the 

curve  from  any  fixed  point,  —  is  a  unit  vector,  tangent  to  the 

d'^ß 
curve  and  having  the  direction  in  which  s  increases :  —r„  is  a 
^  ds' 

vector  directed  from  a  point  on  the  curve  to  the  center  of  ciirv- 

ature,  and  equal  to  the  curv^ure  :  ^-  X  -71  is  the  normal  to  the 

ds      ds 

osculating  plane,  directed  to  the  side  on  which  the  curve  appears 
described  counter-clock-wise  about  the  center  of  curvature, 
and  equal  to  the  curvature.  The  tortuosity  (or  rate  of  rotation 
of  the  osculating  plane,  considered  as  positive  when  the  rota- 
tion appears  counter-clock-wise  as  seen  from  the  direction  in 
which  s  increases,)  is  represented  by 

dp     d'^p    d^p 
ds  '  ds'^W 

dp     dp 

ds"^'  ds^ 

48.  Integration  of  an  equation  hetween  dlfferentials. — If  t 
and  u  are  two  single-valued  continuous  scalar  functions  of  any 
number  of  scalar  or  vector  variables,  and 

dt=.du, 
then  t—u-\-a^ 

where  »  is  a  scalar  constant. 
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Or,  if  r  and  (o  are  two  single-valned  continuous  vector  func- 
tions  of  any  nuinber  of  scalar  or  vector  variables,  and 

then  r=:oo  +  a, 

wliere  a  is  a  vector  constant. 

When  tlie  above  hypotlieses  are  not  satisüed  in  general,  bnt 
will  be  satisfied  if  tlie  variations  of  tlie  independent  variables 
are  contined  within  certain  limits,  tlien  the  conchisions  will 
hold  witliin  tliose  limits,  provided  tliat  we  can  pass  by  continu- 
ous Variation  of  tlie  independent  variables  from  any  valnes 
witliin  tlie  limits  to  any  otlier  valnes  within  them,  withont 
transgressing  the  limits. 

49.  So  far,  it  will  be  observed,  all  Operations  have  been 
entirely  analogous  to  those  of  the  ordinary  calculus. 


Functions  of  Position  in  Space. 

50.  Def. — If  n  is  any  scalar  fnnction  of  position  in  spaee, 
(i.  e.,  any  scalar  qnantity  having  continuonsly  varying  valnes 
in  Space,)  fu  is  the  vector  fnnction  of  position  in  space  which 
has  everywhere  the  direction  of  the  most  rapid  increase  of  u, 
and  a  magnitude  equal  to  the  rate  of  tliat  increase  per  unit  of 
length.  fu  may  be  called  the  derivative  of  u,  and  u,  the 
primitive  of  fu. 

We  may  also  take  any  one  of«  the  Nos.  51,  52,  53  for  the 
detinition  of  fu. 

51.  li  p  is  the  vector  defining  the  position  of  a  point  in  space, 

du-=r/u.dp. 
.du     .du     -,  du 

du     .  du     .  die     ^ 

^3-  ^=^-^'^'     d-^=^-^''^     dz=^-^''- 

54.  Def. — If   CO  is   a  vector   having   continnously  varying 

values  in  space, 

.  dco     .  doo     ,  dci)  , 

.     doo     .    doo     -     doo  .. 

and  FX'"='XS+^X^+*X&-  ('' 

f.a)  is  called  the  divergence  of  co  and  fXto  its  curl. 
If  we  set 
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we  obtain  hy  Substitution  tlie  equations 

__dX    dY    cVL 
'        dx      dy      dz ' 

\^y       f^^/       \(^z      dx  j       \dx     dy /'' 

wliicli  may  also  be  regarded  as  defiuing  f.w  and  fXio. 

55.  Surf ace-integr als. — The  integral  ffio.da^  in  wliicli  der 
represents  an  element  of  sonie  surface,  is  called  tlie  surface- 
integral  of  co  for  tliat  surface.  It  is  understood  liere  and  else- 
where,  wlien  a  vector  is  said  to  represcnt  a  plane  surface,  (or 
an  element  of  surface,  wliicli  maj  be  regarded  as  plane,)  tliat 
tlie  magiiitude  of  tlie  vector  represents  tlie  area  of  the  surface, 
and  tliat  tlie  direction  of  tlie  vector  represents  tliat  of  tlie  nor- 
mal drawn  toward  tlie  positive  side  of  the  surface.  Wlien  the 
surface  is  defined  as  tlie  boundarj  of  a  certain  space,  the  out- 
side  of  the  surface  is  regarded  as  positive. 

The  surface-iiitegral  of  anj  given  space  (i.  e.,  the  surface- 
integral  of  the  surface  bounding  that  space)  is  evidently  equal 
to  the  sum  of  the  surface-integrals  of  all  the  parts  into  whicli 
the  original  space  may  be  divided.  For  the  Integrals  relating 
to  the  surfaces  dividing  the  parts  will  evidently  cancel  in  such 
a  sum. 

The  surface-integral  of  co  for  a  closed  surface  bounding  a 
sjjace  dv  intinitely  small  in  all  its  dimensions  is 

/7.  &5  dv. 

This  follows  immediately  from  the  definition  of  fco,  when 
the  space  is  a  parallelopiped  bounded  by  planes  perpendicular 
to  i,  j,  h.  In  other  cases,  we  may  imagine  the  space — or  ratlier 
a  space  nearly  coincident  witli  the  given  space  and  of  the  same 
volume  d>v — to  be  divided  up  into  such  parallelopipeds.  The 
surface-integral  for  the  space  made  up  of  the  parallelopipeds 
will  be  the  sum  of  the  surface-integrals  of  all  the  parallelo- 
pipeds, and  will  therefore  be  expressed  by  /7.w  dv.  The  sur- 
face-integral of  the  original  space  will  liave  sensibly  the  same 
value,  and  will  therefore  be  represented  by  the  same  forinula. 
It  follows  that  the  value  of  /7.w  does  not  depend  upon  the 
System  of  unit  vectors  employed  in  its  deiinition. 

It  is  possible  to  attribute  such  a  physical  signification  to 
the  quautities  concerned  in  the  above  proj)Osition,  as  sliall 
make  it  evident  almost  without  demonstration.  Let  us  suppose 
CO  to  represent  a  flux  of  any  substance.  The  rate  of  decrease 
of  the  density  of  that  substance  at  any  point  will  be  obtained 
by  dividing  the  surface-integral  of  the  flux  for  any  infinitely 
small  closed  surface  about  the  point  by  the  volume  enclosed. 
3 
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This  quotient  raust  therefore  be  independent  of  the  form  of 
tlie  surface.  We  may  deüne  p.M  as  representing  tliat  quotient, 
and  then  obtaiii  equation  (1)  of  'No.  54  by  aj^plyiiig  tlie  general 
principle  to  the  case  of  tlie  rectangular  parallelopiped. 

56.  /Skew  surface-integrals. — The  integral  ^/y^'ö'X^o  may  be 
called  the  skew  snrface-integral  of  co.  It  is  evidently  a  vector. 
For  a  closed  snrface  bounding  a  space  dv  infinitely  small  in  all 
dimensions,  this  integral  reduces  to  fXco  dv,  as  is  easily  sliown 
by  reasoning  like  that  of  No.  55. 

57.  Integration. — If  dv  represents  an  element  of  any  space, 
and  d(T  an  element  of  the  bonnding  snrface, 

JXfr-  (^  ^^  =ffoo.d0. 

For  the  ürst  member  of  this  equation  represents  the  snm  of  the 
surface  Integrals  of  all  the  Clements  of  the  given  space.  We 
may  regard  this  principle  as  affording  a  means  of  Integration, 
since  we  may  use  it  to  reduce  a  triple  integral  (of  a  certain 
form)  to  a  double  integral. 

The  principle  may  also  be  expressed  as  follows  : 
The  snrface-integral  of  any  vector  function  of  ]30sition  in 
space  for  a  closed  surface  is  equal  to  the  volume-integral  of 
the  divergence  of  that  function  for  the  space  enclosed. 

58.  Line-mtegrals. — The  integral  fco.dp,  in  which  dp  de- 
notes  the  element  of  a  line,  is  called  the  line-integral  of  w  for 
that  line.  It  is  implied  that  one  of  the  directions  of  the  line 
is  distinguished  as  positive.  When  the  line  is  regarded  as 
bounding  a  surface,  that  side  of  the  surface  will  always  be 
regarded  as  positive,  on  which  the  surface  appears  to  be  cir- 
cumscri  bed  counter-clock-wise. 

59.  Integration. — From  JNo.  51  we  obtain  directly 

f^u .  dp^=^u" — 11, 

where  the  single  and  double  accents  distinguish  the  values 
relating  to  the  beginning  and  end  of  the  line. 

In  other  words, — The  line-integral  of  the  derivative  of  any 
(continuous)  scalar  function  of  position  in  space  is  equal  to  thö 
difEerence  of  the  values  of  the  function  at  the  extremities  of . 
the  line.     For  a  closed  line  the  integral  vanishes. 

60.  Integration. — The  following  principle  may  be  used  to 
reduce  double  Integrals  of  a  certain  form  to  simple  Integrals. 

If  da  represents  an  element  of  any  surface,  and  dp  an 
element  of  the  bounding  line, 

fflZ  X  00.  da  —foo.  dp. 

In  other  words, — The  line-integral  of  any  vector  function  of 
Position  in  space  for  a  closed  line  is  equal  to  the  surface-inte- 


VECTOR   ANALYSIS.  19 

gral  of  the  curl  of  tliat  function  for  any  surface  boiinded  bj 
tlie  line. 

To  prove  tliis  prineiple,  we  will  consicler  the  Variation  of  the 
Hne-iiitegnil  which  is  diie  to  a  Variation  in  the  closed  line  for 
which  the  integral  is  takeii.     We  have,  in  the  tirst  place, 

dfoo.  dp =/'S  G).  dp  +foo.  ddp. 
But  oj.Sdp=d{oo.Sp)—dco.öp. 

Therefore,  &mce/d{(o.8p)==0  for  a  closed  line, 

öfco.dp=l'doj.dp—fdoo.öp. 

New  dc^=  ^\-^^A-  2p|^(.-.cyp)1, 

\_dx      J        \_dx  J 

and  d(jo=l\  -r-cfo;   =^1  -—ii.dp)    , 

\_dx      J  _      \_dx  J 

where  the  snmination  relates  to  the  coördinate  axes  and  con- 
nected qnantities.  Substituting  these  values  in  the  preceding 
equation,  we  get 

dfaxdp=f:^[{  i.  dp)  y^-dp)  -  {i.dp)  [^.  öpYj, 

or  by  No.  30, 

öfoo.dp=f:^    iX^-^  UöpXdp]=fp'Xco.[Spxdp]. 

Bnt  dpxdf)  represents  an  elenient  of  the  surface  generated  by 
the  niotion  of  the  dement  dp,  and  the  last  nieniber  of  the 
equation  is  Ihe  surface-integral  of  fXco  for  the  infinitesimal 
surface  generated  by  the  motion  of  the  whole  line.  Ilence, 
if  we  conceive  of  a  closed  curve  passing  gradually  from  an 
infinitesimal  loop  to  any  finite  form,  the  dilferential  of  the  line- 
integral of  CO  for  that  curve  will  be  equal  to  the  dilferential  of 
the  surface  integral  oifXoi  for  the  surface  generated :  therefore, 
since  botli  Integrals  commence  witli  the  value  zero,  they  nmst 
always  be  equal  to  each  otlier.  Such  a  mode  of  generation 
will  evidently  ap])ly  to  any  surface  closing  any  loop. 

61.  The  line-integral  of  io  for  a  closed  line  bounding  a  plane 
surface  da  infinitely  small  in  all  its  dimensions  is  therefore 

(7  X  oo.dff. 

This  prineiple  aifords  a  definition  of  fXco  which  is  inde- 
pendent  of  any  reference  to  coördinate  axes.  If  we  imagine 
a  circle  described  about  a  fixed  point  to  vary  its  orientation 
while  keeping  the  sarne  size,  there  will  be  a  certain  position  of 
the  circle  for  which  the  line-integral  of  co  will  be  a  maximum, 
unless  the  line-integral  vanishes  for  all  positions  of  the  circle. 
The  axis  of  the  circle  in  this  position,  drawn  toward  the  side 
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on  whicli  a  positive  inotion  in  tlie  circle  appqars  counter-clock- 
wise,  gives  the  direction  of  p  X  lo,  and  the  quotient  of  tlie  inte- 
gral divided  by  the  area  of  the  circle  gives  the  magnitude  of 

f,  f.,  and  fX  applied  to  Functions  of  Functions  of  Position. 

62.  A  constant  scalar  faetor  after  /7,  /7.,  or  (7X  niay  be 
placed  before  the  synibol. 

63.  If  f{u)  denotes  any  scalar  funetion  of  ^/,  and  f'^ii)  the 
derived  funetion, 

f/(^)=/'00fw. 

64.  If  u  or  CO  is  a  funetion  of  several  scalar  or  vector  varia- 
bles, which  are  themselves  functions  of  the  position  of  a  single 
point,  the  value  of  pu  or  p.co  or  /7Xw  will  be  equal  to  the  sum 
of  the  values  obtained  by  niaking  successively  all  but  each  one 
of  these  variables  constant. 

65.  By  the  use  of  tliis  principle,  we  easily  derive  the  follow- 
ing  identical  equations : 

^{t-^u)-=^t-^\/u.  (1) 

/7.(r  +  &?)  =  p.r  +  p.&9.         /7X[r+(ö]  =  /7Xr  +  pXöL).  (2) 

l/(tu)=up't  +  tp'y.  (3) 

p'.{uco)=zQxp^u  +  uj/.oo.  (4) 

l7X[uco]=t<p'Xci)—ooXp'ii.  (5) 

{/.[rXo>o]  =  oo.p'Xr—T.p'XGü.  (6) 

The  Student  will  observe  an  analogy  between  these  equations 
and  the  forniulse  of  multiplication.  (In  the  last  four  equations 
the  analogy  appears  niost  distinctly  when  we  regard  all  the  fac- 
tors  but  one  as  constant.)  Some  of  the  niore  curious  features 
of  tliis  analogy  are  due  to  the  fact  that  the  p  contains  iniplic- 
itly  the  vectors  i,  j,  and  k,  which  are  to  be  multiplied  into 
the  following  quantities. 

ComM7iations  of  the  Operators  p,  f.,  and  f  X . 

66.  If  u  is  any  scalar  funetion  of  position  in  space, 

FX/7«  =  0, 

as  may  be  derived  directly  from  the  definitions  of  these  Ope- 
rators. 

67.  Conversely,  if  oj  is  such  a  vector  funetion  of  position  in 
Space  that 

pX&?=0, 
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oi  is  the  derivative  of  a  scalar  function  of  position  in  space. 
This  will  appear  from  tlie  following  considerations : 

The  line-integral  fco.dp  will  vanisli  for  any  closed  line,  since 
it  may  be  expressed  as  the  surface-integral  of  rXo).  (No.  60.) 
The  line-integral  taken  from  one  giveii  point  P'  to  another 
given  point  V  is  independent  of  the  line  between  the  points 
for  which  the  integral  is  taken.  (For,  if  two  lines  joining  the 
same  points  gave  different  values,  by  reversing  one  we  sliould 
obtain  a  closed  line  for  which  the  integral  would  not  vanish.) 
If  we  set  u  equal  to  this  line-integral,  supposing  P''  to  be 
variable  and  P'  to  be  constant  in  position,  u  will  be  a  scalar 
function  of  the  position  of  the  point  V^',  satisfying  the  condi- 
tion  du—io.dp,  or,  by  'No.  51,  ru=(ü.  There  will  evidently 
be  an  infinite  nuniber  of  functions  satisfying  this  condition, 
which  will  differ  from  one  another  by  constant  qnantities. 

If  the  region  for  which  p-X^o  —  O  is  nnlimited,  these  func- 
tions will  be  single-valued.  If  the  region  is  limited,  but 
acyclic,*  the  functions  will  still  be  single-valued  and  satisfy 
the  condition  ru=<o  within  the  same  region.  If  the  region  is 
cyclic,  w^e  niay  determine  functions  satisfying  the  condition 
p7t(,z=(o  within  the  region,  but  tliey  will  not  necessarily  be 
single-valued. 

68.  If  0)  is  any  vector  function  of  position  in  space, 
r.rXo>=0.  This  may  be  deduced  directly  from  the  defini- 
tions  of  No.  54. 

The  converse  of  this  proposition  will  be  proved  hereafter. 

69.  If  ti  is  any  scalar  function  of  position  in  space,  we  have 
by  Nos.  52  and  51 

d^      d^ 
^dx"  '  dif     dz" 

TO.  Def. — If  10  is  any  vector  function  of  position  in  space, 
we  may  define  f.;?w  by  the  equation 


■r-F*'=(^.+:L  +  £5)«- 


^■v^^=[-h^+:jr.-^  +  '^)^^ 


d^     cV 

dy^     dz' 


*  If  every  closed  liae  within  a  given  region  can  contract  to  a  Single  point 
witliout  breaking  its  continuity,  or  passing  out  of  the  region,  the  region  is  called 
acyclic.  otherwise  cyclic. 

A  cyclic  region  may  be  mnde  acyclic  by  diaphragms,  which  must  then  be  re- 
garded  as  forming  part  of  the  siirface  bounding  the  region,  each  diaphragm 
contributing  its  ovvn  area  twice  to  that  surface.  This  process  may  be  used  to 
reduce  many-valued  functions  of  position  in  space,  having  single-valued  deriva- 
tives, to  single-valued  functions. 

When  functions  are  montioned  or  implied  in  tiie  notatioii,  the  reader  will  always 
understand  single-valued  functions,  unless  the  contrary  is  distinctly  intiniated,  or 
the  case  is  one  in  whicl)  the  distinction  is  obviously  immatcrial.  Diaphragms 
may  be  applied  to  bring  functions  naturally  many-valued  under  the  applicatiou  of 
some  of  the  following  theorems,  as  Nos.  74  ff. 
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the  expression  r-F  being  regarded,  for  the  present  at  least,  as  a 
Single  Operator  when  applied  to  a  vector.  (It  will  be  remem- 
bered  tliat  no  nieaiiing  lias  been  attributed  to  r  before  a  vec- 
tor.)    It  shoiild  be  noticed  tliat,  if 

p7.f7(i?=^•p.pX+if7.f7Y  +  /;p.|7Z, 

that  is,  the  Operator  r-F  applied  to  a  vector  affects  separately 
its  scalar  components. 

Tl.  From  the  above  definition  with  those  of  Nos.  52  and  54 
we  may  easily  obtain 

The  effect  of  the  Operator  p.r  is  therefore  independent  of 
the  directions  of  the  axes  used  in  its  definition. 

72.  The  expression  —-^a^r-ru,  where  a  is  any  infinitesimal 
scalar,  evidently  represents  the  excess  of  the  value  of  the  scalar 
functioTi  u  at  the  point  considered  above  the  average  of  its 
values  at  six  jioints  at  the  following  vector  distances :  ai, 
—  ai,  aj,  —aj,  ak^  —ak.  Since  the  directions  of  *', /,  and  h  are 
imniaterial,  (provided  that  they  are  at  right  angles  to  each 
other),  the  excess  of  the  valne  of  u  at  the  centrat  point  above 
its  average  valne  in  a  spherical  snrface  of  radins  a  constructed 
abont  that  point  as  the  center  will  be  represented  by  the  same 
expression,  —^a'p'.p'u. 

Precisely  the  same  is  true  of  a  vector  fnnction,  if  it  is  iin- 
derstood  that  the  additions  and  subtractions  implied  in  the 
terms  a'verage  and  excess  are  geometrical  additioils  and  sub- 
tractions. 

Maxwell  has  called  —r.ru  the  concentration  of  u,  whether 
u  is  scalar  or  vector.  We  may  call  r-ru  (or  r-rto),  which  is 
proportioned  to  the  excess  of  the  average  valne  of  the  fnnc- 
tion in  an  infinitesimal  spherical  snrface  above  the  valne  at  the 
center,  the  dispei'sion  of  ti  (or  co). 

Transfoririaiion  of  Deßnite  Integrals. 

73.  From  the  equations  of  No.  65,  with  the  principles  of 
Integration  of  Nos.  57,  59,  and  60,  we  may  dednce  varions 
transformations  of  definite  integrals,  which  are  entirely  analo- 
gous  to  those  known  in  the  scalar  calcnlus  nnder  the  name  of 
Integration  hy  parts.  The  following  fornnilfe  (like  those  of 
Nos.  57,  59,  and  60)  are  written  for  the  case  of  continuous 
valnes  of  the  quantities  (scalar  and  vector)  to  which  the  signs 
F.  F.,  and  fX  are  applied.  It  is  left  to  the  stndent  to  com])lete 
the  fornmlae  for  cases  of  discontinnity  in  tliese  valnes.  The 
manner  in  which  this  is  to  be  done  may  in  each  case  be  inferred 
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from  tlie  nature  of  tlie  formnla  itself.  The  most  important 
discontinnities  of  scalars  are  those  wliich  occur  at  surfaces :  in 
tlie  case  of  vectors,  discontinnities  at  snrfaces,  at  lines,  and  ät 
points,  sliould  be  considered. 

74.  From  equation  (3)  we  obtain 

f^  [tu)  .dp=t"u'' —t'u'  =fi(^t.dp  +/tf7u.dp, 

where  tlie  accents  distinguish  the  quantities  relating  to  tlie 
limits  of  tlie  line-integrals.  We  are  tlms  able  to  reduce  a 
line-integral  of  tlie  form  fuft.dp  to  tlie  form  —ftpu.d^  witli 
qnantities  free  from  tlie  sign  of  integration. 

75.  From  eqnation  (5)  we  obtain 

ff^  X  {iioo).dff^=fuGo.dp=.Jfu^  X  oo.da  —fj'cox  p'u.dff, 

wliere,  as  elsewliere  in  tliese  eqnations,  tlie  line-integral  relates 
to  tlie  boundary  of  the  snrface  integral. 

From  tliis,  by  Substitution  of  pt  for  lo,  we  may  derive  as  a 
particnlar  case 

ffp'u  X  ^t.dG^=^fiii7t.dp^=—J't^u.dp. 

76.  From  equation  (4)  we  obtain 

//'/"r-  ["^^]f^'"  —ffy^co-äG—ffj'co.^tt  dv  +ffJu^.oo  dv, 

where,  as  elsewliere  in  these  equations,  the  surface-integral 
relates  to  the  boundary  of  the  volume-integrals. 

From  this,  by  Substitution  of  rt  for  w,  we  derive  as  a  partic- 
nlar case 

fffV^-V^  d'*^=ffW^'^^-fffW-V^dv=fß[/u.da-ffft^.^u  dv, 

which  is  Green's  Theorem.     The   Substitution  of  srt  for  co 

fives  the  more  general  form  of  this  theorem  which  is  due  to 
'homson,  viz : — 

fffs^t.i/udv=ffusi/t.dff—J'ffu^.[s^t]dv 
—ffts[7u,dö—ffft^.\s^i(\dv. 

77.  From  equation  (6)  we  obtain 

y};/F-[7X  (»]f?ü=X^r.X  oo.dG=fffco.i/Xrdv-fjjT.i7  X  co  dv. 
A  particular  case  is 

fffV^'V  X  oodv=ffooXl7'ii.d(). 

Integration  of  Differential  Equations. 

78.  If  throughout  any  continuous  space  (or  in  all  space) 
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then  throughout  the  same  space 

»«rrconstant. 
79.  If  throughout  auy  continuous  space  (or  m  all  space) 

and  in  any  finite  part  of  that  space,  6v  in  any  finite  surface  in 
or  bounding  it, 

pw— 0, 

•  then  throughout  the  whole  space 

pw=0,     and     M=constant. 

This  will  appear  from  the  following  considerations. 

If  fu=0  in  any  jfinite  j^art  of  the  space,  u  is  constant  in  that 
part.  If  u  is  not  constant  throughout,  let  us  i magine  a  sphere 
situated  princijially  in  the  part  in  which  u  is  constant,  but  pro- 
jecting  sliglitly  into  a  23art  in  which  u  has  a  gi*eater  value,  or 
eise  into  a  part  in  wliich  u  has  a  less.  The  surface-integral  of 
f7U  for  the  part  of  the  splierical  surface  in  the  region  where 
u  is  constant  will  liave  the  value  zero  :  for  the  other  part  of 
the  surface,  the  integral  will  be  either  greater  than  zero,  or  less 
tlian  zero.  Therefore  the  whole  surface-integral  for  tlie  splier- 
ical, surface  will  not  have  the  value  zero,  wliich  is  required  by 
the  general  condition,  /7.pw==0. 

Again,  if  p^ti  —  O  only  in  a  surface  in  or  bounding  the  space 
in  which  f7.[7u  =  0,  u  will  be  constant  in  this  surface,  and  tlie 
surface  will  be  contiguous  to  a  region  in  which  p.f7U  =  0  and  u 
has  a  greater  value  than  in  the  surface,  or  eise  a  less  value 
than  in  the  surface.  Let  us  imagine  a  sphere  lying  prineipally 
on  the  other  side  of  the  surface,  but  projecting  sliglitly  into 
this  region,  and  let  us  particularly  consider  the  surface-integral 
of  f7U  for  the  sniall  segrnent  cut  off  by  the  surface  fu—0.  The 
integral  for  that  part  of  the  surface  of  the  segrnent  which  con- 
sists  of  part  of  the  surface  fu=0  will  have  the  value  zero,  the 
integral  for  the  splierical  part  will  have  a  value  either  greater 
than  zero  or  eise  less  than  zero.  Therefore  the  integral  for  the 
whole  surface  of  the  segrnent  cannot  have  the  value  zero, 
which  is  demanded  by  the  general  condition,  r.ru=0. 

80.  If  throughout  a  certain  space  (wliich  need  not  be  con- 
tinuous, and  which  may  extend  to  infinity) 

F-pw—O, 

and  in  all  the  bounding  surfaces 

w= constant =a, 

and  (in  case  the  space  extends  to  infinity)  if  at  infinite  dist- 
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ances  witliin  tlie  space  ^^  =  a, — tlien  tliroiigliout  the  space 
p'H=:0,     and     u^a. 

For,  if  anywhere  in  tlie  interior  of  tlie  space  fu  has  a  value 
differeiit  from  zero,  we  mav  find  a  point  P  wliere  such  is  tlie 
case,  and  wliere  u  lias  a  valne  h  ditferent  from  «, — to  üx  our 
ideas  we  will  say  less.  Imagine  a  snrface  enclosing  all  of  the 
space  in  which  w^l).  (This  niust  be  possible,  since  tliat  part  of 
the  space  does  not  reacli  to  infinity.)  The  siirface-integral  of 
fu  for  this  snrface  has  the  value  zero  in  virtue  of  the  general 
condition  r.i7U=i).  But,  from  the  manner  in  which  the  surface 
is  deiined,  no  part  of  the  integral  can  be  negative,  Therefore 
no  part  of  the  integral  can  be  positive,  and  the  sirpposition 
made  with  respect  to  the  point  P  is  untenable.  That  the  sup- 
position  that  hya  is  untenable  may  be  sliown  in  a  similar  mari- 
ner.    Therefore  the  value  of  u  is  constant. 

This  proposition  may  be  generalized  by  substituting  the  con- 
dition i7.\tFu\  —  0  for  r-ru=0,  t  denoting  any  positive  (or  any 
negative)  scalar  function  of  position  in  space.  The  eonclusion 
would  be  the  same,  and  the  demonstration  similar. 

81.  If  throughout  a  certain  space  (which  need  not  be  con- 
tinuous,  and  which  may  extend  to  inünity,) 

and  in  all  the  bounding  surfaces  the  normal  component  of  p-w 
vanishes,  and  at  infinite  distances  within  the  space  (if  such 

there  are)  r^—-=0,  wliere  r  denotes  the  distance  from  a  fixed 
dr 

origin,  then  throughout  the  space 

[7u=0, 

and  in  eaeh  continuous  portion  of  the  same 

^<= constant. 

For,  if  anywhere  in  the  space  in  question  ru  has  a  value 
different  from  zero,  let  it  have  such  a  value  at  a  point  P,  and 
let  u  be  there  equal  to  h.  Imagine  a  spherical  surface  about 
the  above-mentioned  origin  as  center,  enclosing  the  point  P, 
and  with  a  radius  r.  Consider  that  portion  of  the  space  to 
which  the  theorem  relates  which  is  within  the  spliere  and  in 
which  u<^h.  The  surface-integral  of  r^i  for  this  space  is  ecpial 
to  zero  in  virtue  of  the  general  condition  r-ru=0.  That  part 
of  the  integral  (if  any)  which  relates  to  a  portion  of  the 
spherical  surface  has  a  value   numerically  not   greater   than 

4:7tr^l~-)  ,  where  (7-)    denotes  the  greatest  numerical  valne 
of  -7     in   the   portion    of    the   spherical   surface   considered. 
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Hence,  the  value  of  this  part  of  the  surface-integral  may  be 

made  less  (nnmerically)  than  any  assignable  quantity  by  giving 

to  /•  a  siifficiently  great  vahie.     Hence,  the  otber  part  of  tlie 

surface-integral  (viz.,  that  relating  to   tlie   surface   in  wliicli 

it=h,  and  to  the  boundary  of  the  space  to  which  the  theorem 

relates,)  may  be  given  a  valne  differing  from  zero  by  less  than 

any  assignable  qnantity.     But  no  part  of  the  integral  relating 

to  this  surface  can  be  negative.     Therefore  no  part  can  be 

positive,  and  the  supposition  relative  to  the  point  P  is  unten- 

able. 

This  proposition  also  may  be  generalized  by  substituting 

(ixt  dlit 

r.{tru]=0  for  r-ru=0,  and  ^t-^— -'=0  for  r^--=0. 

dr  dr 

82.  If  throughout  any  continuous  space  (or  in  all  space) 

then  throughout  the  same  space 

^=?<  +  const. 

The  truth   of  this  and  the  three  following  theorems  will  be 
apparent  if  we  consider  the  difference  t—u. 

83.  If  throughout  any  continuous  space  (or  in  all  space) 

and  in  any  finite  part  of  that  space,  or  in  any  finite  surface  in 
or  bounding  it, 

then  throughout  the  whole  space 

p^t=[7it,     and     t=v  +  c6r\st. 

84.  If  throughout  a  certain  space  (which  need  not  be  con- 
tinuous, and  which  may  extend  to  inlinity) 

and  in  all  the  bounding  surfaces 

and  at  infinite  distances  within  the  space  (if  such  there  are) 

t=zu, 
then  throughout  the  spacfe 

85.  If  throughout  a  certain  space  (which  need  not  be  con- 
tinuous, and  which  may  extend  to  infinity) 
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and  in  all  tlie  bounding  siirfaces  tlie  normal  components  of 
pt  and  f7U  are  equal,  and  at  infinite  distances  witliin  tlie  space 

(if  such  tliere  are)  ^'^(-7^  — r  )  =  0,  wliere  r  denotes  tlie  distance 
^  ^       \(h'     drj 

froiii  some  tixed  origiii, — tlien  througliout  tlie  space 

and  in  eacli  continuous  part  of  which  the  space  consists 

/""-  i<=constant. 

86.  If  througliout  an j  continuous  space  (or  in  all  sj)ace) 

f7XT  =  pXcö     and     ^.r—\/.oo, 

and  in  any  iinite  part  of  that  space,  or  in  anj^  iiiiite  surface  in 
or  bounding  it, 

7=  Gl), 

then  througliout  the  whole  space 


For,  since  p'X(r— w)=:(},  we  may  set  f/tt^r—a),  making  the 
space  acyclic  (if  necessary)  by  diaphragnis.  Then  in  the  whole 
space  u  is  single-valued  and  f.fu=0,  and  in  a  part  of  the  space, 
or  in  a  surface  in  or  bounding  it,  fu~0.  Hence  througliout 
the  space  [7U  =  t—cü  —  0. 

87.  If  througliout  an  aperiphractic*  space  contained  witliin 
Iinite  boundaries  but  not  necessarily  continuous 

l7XT  =  f/XGo     and     f/.T  =  i;7.co, 

and  in  all  the  bounding  surfaces  the  tangential  components  of 
T  and  o)  are  equal,  then  througliout  the  space 

T=CÖ. 

It  is  evidently  sufficient  to  prove  this  proposition  for  a  con- 
tinuous space.  Setting  f/u=t  —  co,  we  have  f.fu=0  for  the 
whole  space,  and  ?^=constant  for  its  boundary,  which  will  be  a 
Single  surface  for  a  continuous  aperiphractic  space.  Ilence 
througjiout  the  space  fu  —  T  —  io  =  0. 

88.  If  througliout  an  acyclic  space  contained  witliin  Iinite 
boundaries  but  not  necessarily  continuous 

p-Xr=f7X&^     and     /7.r  =  p'.&9, 

and  in  all  the  bounding  surfaces  the  normal  components  of  r 
and  (o  are  equal,  then  througliout  the  whole  space 


*  If  a  space  encloses  within  itself  anotber  space,  it  is  called  perij^hractic,  other- 
wise  aperiphractic. 
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Setting  f7u=T—(o,  we  liave  f.fu~i)  tlirouglioiit  tlie  space, 
aiid  tlie  iionrial  coniponent  of  fii  at  tlie  boimdary  eqiial  to 
zero.     lleiice  tln-üiighout  tlie  wliole  space  fu  —  r—w^O. 

89.  If  tlirougliout  a  certain  space  (wliicli  need  not  be  con- 
tiniious,  and  which  may  extend  to  infinity) 

and  in  all  the  bonnding  surfaces 

and  at  inünite  distances  within  tlie  space  (if  such  tliere  are) 

then  tliroughout  the  wliole  space 


This  will  be  apparent  if  we  consider  separately  each  of  the 
scalar  components  of  t  and  w. 

Minimum  Values  of  the  Volume-integral  fjf  it. cd. co  dv. 
{Thomson'' s  Theorems.) 

90.  Let  it  be  reqnired  to  detennine  for  a  certain  space  a 
vector  fnnction  of  position  co  subject  to  certain  conditions  (to 
be  specified  liereafter),  so  that  the  volume-integral 

fJXu  cö.  OD  dv 

for  that  space  sliall  liave  a  niinimum  value,  ti  denoting  a  given 
positive  scalar  fnnction  of  position. 

a.  In  the  ürst  place,  let  the  vector  m  be  subject  to  the  con- 
ditions that  f.cü  is  given  within  the  space,  and  that  the  nor- 
mal coniponent  of  co  is  given  for  the  bounding  surface.  (This 
com])()nent  niust  of  course  be  such  that  the  surface-integral  of 
CO  shall  be  equal  to  the  volume-integral  ff.codv.  If  the  space 
is  not  continuous,  this  must  be  true  of  each  continuous  portion 
of  it.  See  No.  57.)  The  Solution  is  that  ^x('^<w)=0,  or  more 
generally,  that  the  line-integral  of  uco  for  any  closed  cwrve  in 
the  space  shall  vanish. 

The  existence  of  the  minimum  requires  that 

fffu  Go.öoj  dv  =  0, 
while  dcü  is  subject  to  the  limitation  that 

and  that  the  normal  component  of  dco  at  the  bounding  surface 
vanishes.     To  prove  that  the  line-integral  of  uco  vanishes  for 
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any  closed  ciirve  witliin  the  space,  let  us  iraagine  the  curve  to 

be  Biirroiinded  by  an  iiifinitelj  slender  tube  of  normal  section 

dz^  whicb  niay  be  either  constant  or  variable.     We  may  satisfy 

the  equation  p.^ct»  =  0  by  making  boi=^  outside  of  tlie  tube, 

da 
and  dcDds  =  da-f-  witliin  it,  da  denoting  an  arbitrary  infinitesimal 
ds 

constant,  p  tlie  position-vector,  and  ds  an  element  of  the  lengtli 

of  tlie  tube  or  closed  curve.     We  have  tlien 

JXff^  oo.öoj  dv=/tf  oo.doo  dz  ds=/u  oo.dp  6a=öaJ^u  oo.dp^O, 
whence  fic  oo.dp^O.  Q.  e.  d. 

We  may  express  tliis  result  by  saying  tliat  uw  is  tlie  derivative 
of  a  single-valued  scalar  function  of  position  in  space.  (See 
No.  6Y.) 

If  for  certain  parts  of  the  surface  the  normal  component  of 
o)  is  not  given  for  each  point,  but  only  the  surface-integral  of 
ü)  for  each  such  part,  then  the  above  reasoning  will  apply  not 
only  to  closed  curves,  but  also  to  curves  commencing  and  end- 
ing  in  such  a  part  of  the  surface.  The  primitive  of  tuo  will 
then  have  a  constant  value  in  each  such  part. 

If  the  Space  extends  to  infinity  and  there  is  no  special  condi- 
tion  respecting  the  value  of  co  at  infinite  distances,  the  prim- 
itive of  uü)  will  have  a  constant  value  at  infinite  distances 
within  the  space  or  within  each  separate  continuous  part  of  it. 

Tf  we  except  tliose  cases  in  whicli  the  problem  has  no  defin- 
ite  nieaning  because  the  data  are  such  that  the  integral 
fiico.iodv  nmst  be  infinite,  it  is  evident  that  a  minimum  must 
always  exist,  and  (on  account  of  the  quadratic  form  of  the 
integral)  tliat  it  is  uni(|ue.  That  the  conditions  just  found  are 
SLifiicient  to  insure  this  minimum,  is  evident  from  the  consider- 
ation  that  any  allowable  values  of  bco  may  l)e  made  up  of  such 
values  as  we  liave  supposed.  Therefore,  there  will  be  one  and 
only  one  vector  function  of  position  in  space  wiiicli  satisfies 
tliese  conditions  together  with  those  enumerated  at  tlie  begin- 
ning  of  tliis  number. 

Ij.  In  the  second  place,  let  the  vector  co  be  subject  to  the 
conditions  that  p' X  w  is  given  throughout  tlie  s])ace,  and  that 
the  tangential  component  of  co  is  given  at  the  bounding  sur- 
face.    The  Solution  is  tliat 

p.[i<  &;]  =  0, 

and,  if  the  space  is  periphractic,  that  the  surface-integral  of  uca 
vanishes  for  each  of  the  bounding  surfaces. 
The  existence  of  the  minimum  requires  that 

ff/u  oo.öoi)  dv  =  0, 
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wliile  8w  is  subject  to  the  conditions  tliat 

17X000=0, 

and  tliat  the  tangential  component  of  do  in  tlie  bonnding  sur- 
face  vanislies.     In  virtue  of  tliese  conditions  we  may  set 

doD=i7Öq, 

wliere  dq  is  an  arbitrary  infinitesimal  scalar  fnnction  of  posi- 
tion,  snbject  only  to  tlie  condition  tliat  it  is  constant  in  eacli  of 
tlie  bonnding  snrfaees.  (See  No.  67.)  By  Substitution  of  this 
value  we  obtain 

fffuco.^öqdv  =  0, 

or  integrating  by  parts  (No.  76) 

ff II  GD.dö  ^q—fJfp'-\_^  oo\öq  dv=:0. 

Since  dq  is  arbitrary  in  the  volume-integral,  we  have  through- 
out  the  whole  space 

[7.[uw]  =  0', 

and  since  dq  has  an  arbitrary  constant  value  in  each  of  the 
bounding  snrfaees  (if  the  bonndary  of  the  space  consists  of 
separate  parts),  we  have  for  each  such  part 

fu  Gi).d(T:=0. 

Potentials,  Wewtonians,  Laplacians. 

91.  Def. — If  u'  is  the  scalar  qnantity  of  something  situated 
at  a  certain  point  (>',  the  jpotential  of  u'  for  any  point  />  is  a 
scalar  fnnction  of  />,  defined  by  the  equation 

,  v! 

pOt  II    =   jr-f , 

and  the  Newtonian  of  ti'  for  any  point  p  is  a  vector  fnnction  of 
p  defined  by  the  equation 

,       P'  —  P     , 

[p-pM 

Again,  if  cd'  is  the  vector  representing  the  qnantity  and 
direction  of  something  situated  at  the  point  />',  the  potential 
and  the  Lajjlacian  of  co'  for  any  point  p  are  vector  fiinctions  of 
p  defined  by  the  equations 

pOt&7  =f-T -T  , 

,  /  P'  —  P 

lap&9  =-f-~j Y.,  X  Go  . 

[p  -pVo 
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92.  If  u  or  CO  is  a  scalar  or  vector  fnnction  of  position  in 
Space,  we  may  write  Pot  u,  New  u,  Pot  w,  Lap  lo  f or  tlie  vol- 
mne-iiitegrals  of  poti^',  etc.,  takeii  as  functions  of  // ;  i.  e.  we 
'may  set 

Pot  U=J'ff  pot  11   ^?"'=///'r-r— T-<^^', 

New  n=  rri' wQv;  n'  dv'—fT/"— — ^.,  u'  dv', 
Pot  cj=//;/'  pot  Gl'  dv'  =/ffr-F—-r  <^v', 
Lap  co=/JX  lap  &?'  «^«'^///'r^-^.  X  co'  dv', 

wliere  the  p  is  to  be  regarded  as  constant  in  the  integration. 
Tliis  extends  over  all  space,  or  wlierever  the  u'  or  m'  liave  any 
values  otlier  tlian  zero.  Tliese  integrals  may  tliemselves  be 
called  (integral)  potentials,  Newtonians,  and  Laplacians. 

„„  dFotu    „     dl/  dVotoj     -^    doD 

93.  — - — =Pot-7-,         --, —  =Pot--. 

dx  ax  dx  dx 

This  will  be  evident  witli  respect  botli  to  scalar  and  to  vector 
fmictions,  if  we  suj)pose  tliat  wlien  we  differentiate  tlie  poten- 
tial  witli  respect  to  x,  (tliiis  varying  the  position  of  the  point 
for  which  the  potential  is  taken)  each  dement  of  volume  dv'  in 
the  implied  integral  remains  tixed,  not  in  absolute  position, 
but  in  position  relative  to  the  point  for  which  the  potential  is 
taken.  This  supposition  is  evidently  allowable  whenever  the 
integration  indicated  bv  the  symbol  Pot  tends  to  a  definite 
limit  when  the  limits  of  integration  are  indefinitely  extended. 

Since  we  may  Substitute  y  and  z  for  x  in  the  preceding 
formula,  and  since  a  constant  factor  of  any  kind  may  be  intro- 
duced  under  the  sign  of  integration,  we  have 

p  Pot  W=rPot  f7M 
p.Pot  OL)=:Pot  l/.GO 

17  X  Pot  &9=Pot  izXoo 
p.p  Pot  u=Voi  p'-i/g/'  iA. 

/7.p  Pot  00=.Yot  p'.[7Ga 

i.  e.,  the  symbols  //,  f.,  f  X,  {7.p^  may  be  applied  indiiferently 
before  or  after  the  sign  Pot. 

Yet  a  certain  restriction  is  to  be  observed.  When  the  Oper- 
ation of  taking  the  (integral)  potential  does  not  give  a  definite 
finite  value,  the  lirst  members  of  these  equations  are  to  be 
regarded  as  entirely  indeterminate,  but  the  second  members 
may  have  perfectly  dehnite  values.  This  would  be  the  case, 
for  exaniple,  if  ii  or  to  had  a  constant  value  throughout  all 
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Space.  It  miglit  seem  hariiiless  to  set  an  indefinite  expression 
eqnal  to  a  definite,  but  it  would  be  dangerous,  since  we  niight 
with  äqual  right  set  tlie  indefinite  expression  eqnal  to  otlier 
definite  expressions,  and  tlien  be  inisled  into  snpposing  tliese 
definite  expressions  to  be  eqnal  to  one  anotlier.  Jt  will  l)e  safe 
to  say  that  tlie  above  eqnations  will  hold,  provided  that  the 
Potential  of  u  or  co  has  a  definite  value.  It  will  be  observed 
tliat  whenever  YqIu  or  Potw  lias  a  definite  valne  in  generat, 
(i.  e.  with  the  possible  exception  of  certain  points,  lines,  and 
surfaces),*  the  first  members  of  all  tliese  eqnations  will  have 
definite  valnes  in  general,  and  therefore  the  second  niend)ers 
of  the  eqnations,  being  necessarily  eqnal  to  the  first  members, 
when  these  have  definite  valnes,  will  also  have  definite  valnes 
in  general. 

94.  Again,   whenever  Voiu  has  a  definite  valne,  we  niay 
write 

p  Pot  u=f^fff~dW=fffp-\  n  dv'. 

where  r  Stands  for  [/>'—/>]„.     Bnt 

1     p'-p 

whence  p  Pot  ?/=:New  u. 

Moreover,  New  u  will  in  general  have  a  definite  valne,  if 
Pot  %i  has. 

95.  In  like  manner,  whenever  Pot  to  has  a  definite  valne, 

f7  X  Pot  co=^xfff^dv'=fffi7  X  ~dü'=fj-fi7l  X  a/  dv'. 

Substituting  the  valne  of  f—  given  above  we  have 

f7  X  Pot  &j=Lap  Gl). 

Lap  CO  will  have  a  definite  valne  in  general,  whenever  Potw 
has. 

96.  Hence,  with  the  aid  of  No.  98,  we  obtain 

p  X  Lap  (i9=Lap  p  X  &^, 
p.  Lap  r«?=0. 

whenever  Pot  m  has  a  definite  valne. 

97.  Bj  the  metliod  of  No.  93  we  obtain 

p.NewM=p..//J^'^V  f/y'  =  /:>7pM'./^7A?y'. 

*  Wlienever  it  is  said  that  a  fiinction  of  position  in  spaee  has  a  definite  vahie 
in  general,  this  phrase  is  to  be  imderstood  as  explained  al)ove.  Tho  terni  definite 
is  intended  to  excliide  botli  iudoterminate  and  infinite  vahr  ~,. 
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To  find  tlie  vahie  of  this  integral,  we  may  regard  the  point  />, 
wliicli  is  constant  in  tlie  integration,  as  tlie  center  of  polar 
coördinates.  Then  r  becomes  tlie  radius  vector  of  tlie  point  />', 
and  we  may  set 

dv'z=zr'^  dq  dr, 

where  r^dq  is  the  elenient  of  a  splierical  Burface  iiaving  center 
at  p  and  radins  r.     We  may  also  set 

,  ß'~ß     du' 
r         dr 
We  tlins  obtain 

/7.New  i(.=Jjy'—=-  dq  dr^=^7tJ'-~dr=A7tu' ^_^  ~4;r*«'j._Q, 

wliere  u  denotes  the  average  value  of  u  in  a  splierical  snrface 
of  radius  r  about  the  point  p  as  center. 

Now  if  Pot'?^  has  in  general  a  definite  value,  we  must  have 

u'  —  O  for  r  =  '-x:> .  Also,  (Z-lSTew  u  will  have  in  general  a  defin- 
ite value.  For  r—O,  the  value  of  u'  is  evidently  it.  We  have, 
therefore, 

//.New  r<=  — 47rM, 

p./7  Pot  r^=  —  \t[h. 

98.  If  Pot  CO  has  in  general  a  definite  value, 

/7.p  Pot  a)=p'.f7\u  i  +  vj  +  w  k]  =  [7.p-ti  i  +  p'.[7vj+  [7.p"w  k, 

f7.p  Pot  &)= — 47t Gü. 

Ilence,  by  No.  71, 

p'XpXPot  Go—f7  p.Pot  &)=47raj. 
That  is, 

Lap  pX  <""-'— New  pr.  00  =^4:71 00. 
If  we  set 

we  have 


1t  -Ixt 

&\  =  7-  Lap  fzXoü,         fö  =  -—  N  e w  p.  00, 

4  71  4:7t 


where  w,  and  w,  are  such  functions  of  position  that  f7.(o^  =  0,  and 
f7Xco^—6.  This  is  expressed  by  saying  that  w,  is  solenoidal, 
and  co^  irroüdional.  Pot  w,  and  Pot  w^,  like  Pot  w,  will  have 
in  general  definite  values. 

It  is  worth  while  to  notice  that  tliere  is  only  one  way  in 
wliich  a  vector  function  of  ]5osition  in  space  liaving  a  definite 
Potential  can  be  thus  divided  into  solenoidal  and  irrotational 
parts  having  definite  potentials.  For  if  w,  +  £,  co^  —  e  are  two 
other  such  parts, 

p.f=0     aud     /7X^=0. 

5 
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Moreover,  Pot  e  has  in  geiieral  a  deliiiite  value,  and  therefore 
£=—-  Kap  [7  X  f — T—  ^ew  r7.£=0.  q.  k.  d. 

99.  To  assist  tlie  memory  of  the  student,  some  of  tlie  princi- 
pal  results  of  Nos.  93-98  may  be  expressed  as  follows  : 

Let  Wj  he  any  solenoidal  vector  fiinction  of  position  in  space, 
co^  any  irrotational  vector  fnnction,  and  u  aiiy  scalar  fnnction, 
satisfying  tlie  conditions  tliat  tlieir  potentials  liave  in  general 
definite  values. 

Witli  respect  to  the  solenoidal  fnnction  co^,  —  Lap  and  p  X 

are  inverse  Operators  ;  i.  e., 

1t  1t 

—  LappX(i?,  =  FX— Lap&;^  =  &V 

Applied  to  the  irrotational  fnnction  to^,  either  of  these  Opera- 
tors gives  zero  ;  i.  e., 

Lap  cö, = 0,         /7  X  &\ = 0. 
With  respect  to  the  irrotational  fnnction  w^,  or  the  scalar  fnnc- 
tion u,  —  New  and  —f.  are  inverse  Operators  ;  i.  e,, 

4:7t 

— - — New /7.cö,=  oe?„,         —F-- — ^ew  n=u. 
47t  y       1        V  ^   47t 

Applied  to  the  solenoidal  fnnction  w^  the  Operator  f.  gives 
zero ;  i.  e., 

Since  the  most  general  form  of  a  vector  fnnction  having  in 
general  a  detinite  potential  may  be  written  co^  +  io^,  the  effect  of 
these  Operators  on  such  a  fnnction  needs  no  esj^ecial  mention. 

With   respect   to   the  solenoidal  fnnction  co„  —  Pot  and 

47t 

fXfX  are  inverse  Operators ;  i.  e., 

—  Pot  f7XrXGJi=/7X7—  Pot  p  X  (O.  =r/7  X  P  X  7-  Pot  ff>.  =  Oß. . 

47t  "•"  ^        ^         47t  ^        ^         *^         47t  ^  ^ 

With  respect  to  the  irrotational  fnnction  cd„.  —  Pot   and 

^  4  7t 

—ff.  are  inverse  Operators;  i.  e., 

With  respect  to  any  scalar  or  vector  fnnction  having  in  gen- 
eral a  definite  potential  —  Pot  and  —f.f  are  inverse  Opera- 
tors ;  i.  e., 
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Pot /7.f7^/=  — p.--  Potf7?^  =  — p.p--Pot  1^  =  */, 

Pot  f7./7  [<i'i  +  &12]=:— p.f7-— Pot  [&?i  -\-CO^'\=:ai^  +  (i\. 

Atz  "tTT 

Withrespect  to  tlie  solenoidal  fimction  Wj,  —p.f  and  fXfX 
are  equivalent :  witli  respect  to  tbe  irrotatioiial  fuiiction  cü^ 
f.f  and  /7  /7.  are  equivalent ;  i.  e., 

—  (7./7Cöi=:pXFX<i?i,         F.p&^g^Fp.cüg. 

•100.  6^7«,  the  Interpretation  of  the  jpreceding  forniuloß. — 
Infinite  values  of  the  quantity  wliich  occurs  in  a  volnme-inte- 
^ral  as  tlie  coefficient  of  the  dement  of  volume  will  not  neces- 
sarily  make  the  valne  of  the  integral  infinite,  when  they  are 
confined  to  certain  siirfaces,  lines,  or  points.  Yet  these  sur- 
faces,  lines,  or  points  may  contribute  a  certain  finite  amonnt 
to  the  vahie  of  the  vohime-integral,  which  must  be  separately 
calciilated,  and  in  the  case  of  surfaces  or  lines  is  naturally 
expressed  as  a  surface-  or  line-integral.  Such  cases  are  easily 
treated  by  substituting  for  the  surface,  line,  or  point,  a  very 
thin  shell,  or  filament,  or  a  solid  very  small  in  all  dimensions, 
within  which  the  function  may  be  supposed  to  have  a  very 
large  value. 

The  only  cases  which  we  shall  here  consider  in  detail  are 
those  of  surfaces  at  which  the  functions  of  position  {u  or  co) 
are  discontinuous,  and  the  values  of  pw,  pXoj,  f. cd  thus 
become  infinite.  Let  the  function  u  have  the  value  u^  on  the 
side  of  the  surface  which  we  regard  as  the  negative,  and 
the  value  u^  on  the  positive  side.  Let  Ju=u^  —  u^.  Xi  we 
Substitute  for  the  surface  a  shell  of  very  small  thickness  a, 
within  which  the  value  of    u  varies    uniformly    as   we   pass 

through  the  shell,  w^e  shall  have  fu=u —    within   the   shell, 

V  denoting  a  unit  normal  on  the  positive  side  of  the  surface. 
The  Clements  of  volume  which  compose  the  shell  may  be  ex- 
pressed by  a[da]„,  where  [dtr]^  is  the  magnitude  of  an  element 
of  the  surface,  da  being  the  vector  element.     Hence, 

p'u  dv  =  V  Axt  \d(j^ Q  =  An.  da. 

Hence,  when  therre  are  surfaces  at  which  the  values  of  u  are 
discontinuous,  the  füll  value  of  Pot  fu  should  always  be  under- 
stood  as  including  the  surface-integral 

•^-  [P-p]o 
relating  to  such  surfaces.     {du'  and  da'  are  accented  in  the 
forraula  to  indicate  that  they  relate  to  the  point  p'.) 
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In  tlie  case  of  a  vector  function  wliicli  is  cliscoiitimious  at  a 
surface,  tlie  expressions  f.todv  and  fXcodv,  relating  to  the 
element  of  the  sliell  wliich  we  Substitute  for  the  surface  of  dis- 
continuity,  are  easily  transformed  by  the  princijjle  that  these 
e.xpressions  are  tlie  direct  and  skew  surface-integrals  of  to  for 
the  element  of  the  shell.  (See  Nos.  55,  56.)  The  part  of  the 
surface-integrals  relating  to  the  edge  of  the  element  may  evi- 
dently  be  neglected,  and  we  shall  have 

p'Xoodv=d(}Xoo^--d0XGo^=dffX^oo. 

Whenever,  therefore,  co  is  discontinuous  at  surfaces,  the 
expi-essions  Pot  p.M  and  New  p'.co  must  be  regarded  as  implic- 
itly  including  tlie  surface-integrals 

respectiv^ely,   relating   to   such   surfaces,   and   the   expressions 
Pot  fXco  and  Lap  fXto  as  including  the  surface-integrals 

respectively,  relating  to  such  surfaces. 

101.  We  have  already  seen  that  if  m  is  the  curl  of  any  vec- 
tor function  of  position,  /7.w=0.  (No.  68.)  The  converse  is 
evidently  true,  whenever  the  equation  ^.w=0  liolds  through- 
out  all  Space,  and  o)  has  in  general  a  definite  potential ;  for  tlien 

a)=r7XY~  I^^P  ^• 

Again,  if  f^.(o  =  i)  within  any  aperiphractic  space  A,  contained 
within  finite  boundaries,  we  may  suppose  tliat  space  to  be  en- 
closed  by  a  shell  B  having  its  inner  surface  coincident  with  the 
surface  of  A.  We  may  imagine  a  function  of  position  m',  such 
that  co'  =  co  in  A,  co'  =  0  outside  of  the  shell  B,  and  the  integral 
fJ'J\o'.(.o'dv  for  B  has  the  least  value  consistent  with  the  con- 
ditions  that  the  normal  com])onent  of  io'  at  the  outer  surface  is 
zero,  and  at  the  inner  surface  is  e(pial  to  that  of  co.  Tlien 
p.ct;'  =  0  throughout  all  space,  (No.  90,)  and  the  potential  of  co' 
will  have  in  general  a  definite  value.     ITence, 

1      T 

*^      47r 
and  CO  will  have  the  sarae  value  within  th"  space  A. 
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